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AVIS DU LIBRAIRE. 

L'Auteur a exposé le plan de cet Ouvrage , ainsi que 
de toutes les autres parties de son Cours , dans ses 
Essais sur F Enseignement en général, et sur celui des 
Mathématiques en particulier, où il s'est proposé de 
réumr ce qu'il y a de plus précis et de' plus important 
sur la philosophie de ces sciences. 
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CHAPITRE PREMIER. 

De la Trigonométrie recHU^^, 

<hr considère six choses dans un triangle rectiligne : trois angles 
«t trois côtés. Avec trois de ces six choses, on dëtemine tonjoars 
un triangle , pourvu qu'il s'y trouve un côte , page t 

Si l'on avait une suite de tiiaûgles calculés sur tous les tngies passi- 
bles , il se trouverait nécessairement dans cette suite un triangle 
semblable à un triangle quelconque donné , i 

Le ùnus est la perpendiculaire abaissée de l'extrémité d'un asc sur 
le rayon qui passe par l'autre extrémité ; le cosinus est la partie du 
rayon comprise entre le pied du sinus elle centre; le sinus verse 
est la partie du rayon comprise entre Parc et le pied du sinus ; la 
tangente est la perpendiculaire élevée à l'extrémité d'un are» et 
terminée par un rayon prolongé qui passe par l'autre cztfémiié; 
ce rayon prolongé .s'appelle sécante, ^"-5 

On appelle complément d'un arc ou d'un angle , ce qn^il fiint ajou* 
ter ou retrancher à cet arc ou b cet sngle, pour en fiàre le quart 
de la circonférence , ou un angle droit, ibid. 

Les cosinus f cotangentes et cosécantes sont les sinus , tangentes 
et sécantes des arcs complémentaires , ibi/L 

Le cosinus et le rayon <mt le même rapport que le sinus et la (an* 
gente, on que le rayon «t la sécante, 6 

Le rayon est moyen proportionnel entre la tangente et la cotan- 
gente, ou entre la sécante et le cosinus , ihid* 

Le quarré du rayon est égal à la somme des quarrés du sinus et da 
cosinm, 7 

Le sinus de la somme ou de la différence de deux arcs est égal aa 

sinus du premier multiplié par le cosinus, du second, plus on 

' moins le sinus du second par le cosinus du premier, le t««t di« 

visé par le rayon, ibid. 

Le cosinus de la somme on de la diffiérence de deux ares est égal 
au produit des cosinus de chacun, de ces arcs, moins on- plus le 
produit des sinus, le tout divisé par le rayon , ibid* 

Deces expressions on déduit le sinus d'un arc multiple d*nn antre , lo 

Etant donné le sinus d'un arc , on trouve le sinus de sa moitié, ibid 

On appelle supplément d'un arc ou d'un angle ce qu'il iaut 

a 
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aionter ou en retrancher, poor faire la demi-icirconféreQee , on 

dcnz angles droits, page la 

"Le sappléinent d'an arc a le même sinoa qne cet arc , Uid. 

Ce ne sont pas les valeurs absolues des sinns ^e l'on calcule, mais 

leur rapport avec le rajon, i3 

La longueur d'un arc est plus grande que celle de son sinns , et 

moindre ^e celle de sa tangente , ibid. 

JYote, Les lignes qui sont partout convexes dans le même sens , sont 

d'autant plus longues qu'elles s^e'cartent davantage de la ligne 

droite, ibid. 

Le rapport du sinus à la tangente a pour limite l'nnîtë , 14 

Comment on peut tronver, d'une jnanière assez approchés 9 la lon- 
gueur de l'arc qui répond à un sinu très petit, ibid, 
Ifote. Série qui exprime la tangente par le sinus, i5 
Le sinus du quart de la circonférencen'est autre chose que le rayon, 

et le sinus du tiers de cet arc est ^al à la moitié du rayon , ibid^ 
De la division du cercle, 16 

Le sinus de la moitié du quart de cercle est e'gal à i ^ 9 , 17 

De la construction des Tables trigonométriqnes, ibid. 

Leur usage, ao 

Les sinus et les cocinns changent de signe, lorsqu'ils passent dans 

le demi-cercle opposé à celui où ils se trouvaient d'abord, 34 
Les^ tangentes prennent leur signe conformément k leur relation 

avec les sinus et les cosinus , 36 

Un arc négatif a son sinus de signe contraire à celui de l'«rc positif 

de même grandeur, et oon cosinus de même signe, ibid* 

Recherche de diverses relations des lignes trigonométriques , ibid. 
Le rapport de la somme à la différence des sinus de deux arcs est 

égal à celui des tangentes de la demi'^omme et de la demi-diffé- 

lence de ces mêmes arcs, 3o 

Table des formules trigonométriqnes les plus usitées, 33 

Dans tout triangle rectangle, le rayon est au sinus d'un des angles 

^igus, comme l'hypotbénnse est au côté opposé à cet angle , 35 
Le rayon est à la tangente d'un des angles aigus, comme le c6fé de 

l'angle droit adjacent à cet angle est au c6té opposé, ibieU 

Comment, on calcule un eôté quelconque d'un triangle rectangle 

quand on connatt les deux autres , 36 

Dans un triangle quelconque , les sinus des angles sont entre eux 

, comn^e les cdtés opposés, 3^ 

Ri^pport entre les côtés d'un triangle et les sinus de ses angles, 4^ 
Énumération des cas que peut présenter un triangle quelconque 

et résolution des deux premiers , 4^ 

La somme de deux côtM d'un triangle est h fenr différence, commQ 



TABLE. V 

i la imgenM de b demi-diffiiieiioe , pi^ 4« 

CaBUOcnl on tronn iiiimâ]i>(aiiaii le troiiième cAlrf , ^3 

Le «iniM de b Boiné d'sn ■ne'* «M ^8*1 ^ ^ ndoe qninfï do 
produit da diffîfi^cea entre le demï-eomme dee Iran Wltëi dn 
BHBfje Mcliaciin dei eAlà qui comprennait l'Uf^echenM, 
dhîW par le pmdmit de ce* deux tAtù , te nfwa ëtanl prii pODr 

Exemple* de i^aolntion de trianglei rectnnlee et oUiqneD|i;let, ffi 

Application de la Tiigonométiie h l'atc de leier le( plani , Olrde- 

Utmlnaùon de* point* ùtiià,*oit aarBO pian, aoitdani l'apace, 

par rapport 1 Dite ligne ctonnïe,'toit horiionlale, Miit indimie, 

^'on appelle inis , 49 

B/bte. Comment on- peut meanicc no angle, So 

Ce que c'eM que la réduction de* angle* an plan boriumid , S3 

IMlerminatîon d'un point par le* angle* compria enlia la* droite* 

men^ de ce pointa tToi*anlre*, prit danalemjine plan, 54 

iVote *at le Nivellemeni , - 58 

Idi difiifEence de nÎTcan de deui pwoti eil )■ quanlild doni l'un eit 

pin* ^lev^ ou plna bai qoe l'antre , dan* le aena pecpeodicatain d 

la inifaM t«ne«tre, Sy 

Ce que c'ett que la di&ifience enlio le nirean apparant et le niveau 

litl, 8S 

DehiiâoliuioDde* tiiangle»paile**ërie*, 5g 

CHAPITRE II. 
D* la Trigonométri* tphériqut. 
Ud triangle iph^rique e*l celai que fonnenL, mr la inrface d* la 
iplitre, iroi) grand* cercle* quiwi conpent deux k deni, 6o 

CoDMmetion *nr laquelle repote toute la Tri gonomélrieiphérî qoe, 6l 
Equation* qui renlèrmeQt iniplieilement touie* le* lelation* qu'ont 
entre clic* le* liz partie* d'un triangle iphdiique, 63 

JVbfe. EzpraaùandaTolamed'oni^traMre, par le* angle* coupri* 
entre «CI aiitei, . 6^ 

Préparation de* ^qualioiu préctiente* ponr le* appliquai imm^ia- 
tcment à la r^lution de* triangle* tpheriquei, SS 

Ce que c'e*t que le triangle êuppUmentaira , 6^ 

Note. Autre forme aoD* laqnella on préfentele* équation* fon- 
damentale* , ihid. 
Note. Limite* de la tomme de* angle* d'nn triangle *pfaé 
amplification de* formnle* pour le ea* oti le triangle eit n 
Tiuufonnation de* équation* fondamentale* , pour ; 
tommodùnent le calcul dea logarithme* , 
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Formoles qoi ifaf«rinent toutes les eMubiMnoiif àtè tiigfcs et àew 
côtés d'on triangle spLëriqne, page ^8- 

Formules de Méfier, jg 

Aécapitulatîou dea formalea ne'cestairas pour rtfaoudre un triante 
«pheriqaey gi 

0|)sery^iion «aï les dÎTenes oooditiona qui doiveM tto troater retti- 
{»lies pour que les toéknet données conviennent ^à ttn o« à denz 
triangles sphenques, 83 

Application de Ja Trigottométrie sphëriqae à la rédaction des angles 
au pian borisantal , 84 

CHAPITRE lïl. 

JDe Inapplication de V Algèbre à la Géométrie, 

Id^e génévale de Papplication de PAIgèbre à la G^mëttîe, ' 87 
Gomment l'Algèbre sert ponr combiner des tbëorèmes de Ge'oihétriey 
pour mettre en équation et ponr résoudre les problèmes relatifs 
• à retendue, ihîd. 

L'aire d'un triangle est exprimée par la racine quarrée di^prodnlt 
de la demi-somme des trois côtés, ibultipliée par les différence» 
cotre cette demi'Somme et chacun des côtés, 91 

Expression du volume d^un tronc de pyramide on de cône è bsses 
parallèles, - ' ^ 

Questions du premier et du second degré, dans lesquelles les lignes 
ne soDt pas évaluées en nombres, mais sont considérées en enes-» 
mêmes , ibid^ 

Ce que c'est que la construction des expressions algébriques , 96 
Comment on'efféctne celle des quantités Aomo^éne^ qui se rap- 
portent à des lignes , ou da prenner degré , - ibiéU 
^onstructioo ' des tackies quarrées , ^ 
Ce qu'il faut faire qoand la quantité nVst pas homogène) lot 
Coastraction des racines des équations* dn second degré à une «eule 
inconnue , ' roa 
Aésolaiion^graphiqne^de ces équations., ta3 
De la signification des sigues-f^et — , par rapport aax Kgncs, et 
de leiftr «sage dans la résolution des questions, io5 
Toutes les fois qu'il s'agit de distances rapportées à un point fiXe, 
et comptées^ sur une même ligne on snr des lignes parallèles^ 
celles qai sont affectées du "signe — doivent se prendre dans un 
sens opposé à.'ceUes qui sont affectées du signe -4- ; 108 
Remarque sutles signes de la sécante, ei note sur le même sujet, tog 
, Analyse complète du problème oii il s/agit de mener par un point 
pris dans un angledroit , une ligne dont la pattie itttercAeptée iénire 
les côtés cfe cet angle soit de i^randeur donnée , 1 1 o 
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R^soindoD de ce problème par Newton , ponr le cas oU le point par 
lequel doit passer la ligue de graniïenr donnée est h égale dis- 
tance des deux côtes de l'angle droit, page ii6 

Construction des expressions ulgcbric^ues qui appartiennent à des 
aires on à des volumes, nS 

Idée fondamentale de l'analyse de Descartes, par laquelle on repré' 
sente les courbes^ au moyen des équations h deux indéterminées, lao 

Équation d^une ligne droite, I3i 

■ ■ d'un cercle, ï*3 

Ce que c'est que les coordonnées, lenrs axet, leur origine, ia5 

Gomment on distingue par les signes «^ et -— , les quatre angles que 
forment les axes des coordonnées , 1^6 

Ce que c'est que le lieu d'une équation, et comment s'obtient celle 
d'une courbe quelconque, ihid. 

L'équation générale du premier degré à deux indérenninées appar- 
tient à une ligne droite, 197 

Il faut deux conditions pour déterminer cette ligne , i3o 

Équation d'une droite qui passe par deux points donnés , ihid. 

Expression de la distance de ees deux points , i3i 

Cqoation d'une droite qui, passant par un point donné, serait pa- 
cftUèle à une droite donnée , ilnd. 

Équation de la perpendiculaire abaissée tnr une iigùe donnée, par 
tm point donné, i52 

ifi^te. Sur le signe que doit porter la tangente de l'angle formé par 
cette perpendiculaire et par i'aite des x , ibid. 

Pour trouver le point de rencontre de deu:^ droites qui se coupent, 
il faut supposer que les coordonnées de l'une soient \t» mêmes 
qtie celles 4e Tautre, ' t33 

Expression de la longueur d'une perpeodicnlaire abaissée snr une 
■ dtoite doaoée y par un point ddnné , i34 

Expressions du sinus, du cosinus et delà tangente de l'angle que 
deux droites font entre elles , i35 

Équation générale du cercle , formée en plaçsmt l'origine des coor- 
dtmnées d'une manière quelconque, i37 

Comment on détermine celui qui passe par trois points donnés, i38 

Équations du cercle les plus simples , i39 

Problèmes qui se rapportent h des lignes droites, et comprenant 

xxux des pages 9a et 1 10^ i4o 

Équations exprimant la relation qui existe entre les angles et ks 
côtés d'un triangle, i44 

Expression de l'aire d'an triangle , arn moyen des coordonnées des 
■oisnntsdte ses angles, i47 

L'âired'iin triangle -pe dëpeadMit poiat de sa position par rap^rt 
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anx axes cle« coordonnées , on tronte en eflRet une aotic expreMÎon 
qui ne dépend que des cAtés, P^S^ '47 

Équation qai fait connaître la relation entre les côt« d'un quadri* 
ktère et ses diagonales, . ' 1^9 

Expression du rayon du cercle circonscrit II un triangle, iSo 

Expression du rayon du cerd« inscrit à un triangle, iSa 

Si dans Tiatérieur d'un triangle équilatéral on abaisse une perpen« 
diculaîre sur chacun des c6tës de ce triangle , la somme de ces 
lignes sera égale à sa hauteur, t5dt 

En combinant les équations de la droite et du cercle, on détermine 
les propriétés de la rencontre de ces lignes , ibid. 

Application de Téquation qui résulte de cette combinaison, li la re- 
cherche de plusieurs théorèmes de Géométrie , i55 
Détermination analytique des tangentes ntenées au cercle par un 
point extérieur, et par un point de sa circonférence, 167 
Comment on troure la position que doit avoir une ligne menée par 
nn point donné, pour que aa partie comprise dans. un cercle* 
donné, soit aussi donnée, tSg 
Équation générale des courbes du second degré,. 161* 
Leurs diamètres^ i^ 
Simplification de Téquation quand on la rapporte à ces lignes, ibid. 
Examen des valeurs que peut prendre l'expression générale des oiw 
données dans le cas où la quantité m est positive, 164 
t^ que c'est que le centre de la courbe, 166 
Construction et form6 de la courbe relative à ce cas, 167 
Elle se réduit à un point, avant de devenir imaginaire, 168 
Examen du cas où m est négative , i6g 
Dans ce cas, la courbe a encore un centre, Hid. 
Copstruction et forme de la courbe , . 170 
Quand la courbe se réduit à deux droites , qui sont en général ses 
asymptotes , 173 
Examen du cas oh m = o , 174 
Forme et construction de la conrbe ,' ibid. 
Rapprochement des équations des trois courbes reconnues précé- 
demment; la première se nomme ellipse , la seconde hyperbole, 
et la troisième parabole , 1^5 
Examen du cas dans lequel les qnarrés des coordonnées manquent 
tous deux dans l'équation , 1 76 
Ce que sont les diamètres conjugués ^ 179 
Transformation des coordonnées d'une courbe , t8o 
IVote, Sur l'emploi des angles dans ces formules, 186 
Application de cette transformation à Téquation générale du second 
degré , pour la ramener aux axes des courbes qu'elle représente , 186 
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Première transformée , page igo 

Détermination de ses coefficiens et des cas qn^elle embrasse, iga 
Deuxième transformée ^ comprenant Tantre cas de T^piation géné- 
rale , • 194 
Ces deux transformées ne donnent ^e les trois formes déjà remar- 
quées (page 176) j la première transformée comprend Tellipse, 
dont le cercle est on cas particn]ier> etThyperbole, rapportées à 
leurs axes , Tg6 
Ce qu'ion entend par le second axe et Vaxe transverse y dans Ffay- 
perbole, i^tt 
Ce que c'est qne Vhyperhole équilatèrCf ihitL 
La seconde transformée convient à la parabole , ibiéU 
Équation à trois termes dans laquelle la parabole se trouve ansn 
comprise et rapportée & son axe , ^ 199 
L'ellipse et Pbyperbole ont deux sommets, ibiéU 
La parabole n'en a qu'un et n'a point de centre , ihid. 
Application des transformations précédentes, par laquelle on recon- 
naît que l'équation du second degré oii les quarrés des coordonnées 
manquent tous deux, appartient à une hyperbole dont on déter- 
mine les axes, de grandeur et de position , aoo 
Note, Sur l'équation de l'hyperbole par rapport à ses asymptotes, 
déduite de l'équation générale du deuxième deg^ré , aoi 
Trouver l'équation d'une courbe telle que si l'on mène de chacnn.de 
ses points à deux points fixes, on foyers, des droites, la somme 
de ces lignes, que l'on nomme rayons vecteurs, soit constam- 
ment égale à une ligne donnée, aoa 
Cette courbe est l'ellipse ; sa construction par points , et moyen 
mécanique pour la décrire par un mouvement continn , 3o3 
Ce que c'est que Vexcentricité , * 3o5 
Autre construction de l'ellipse par points, ibid. 
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soit autant éloigné d'une droite donnée de position , qne d'un 
point fixe , ou foyer, aussi donné de position, ' ao8 
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criptioi^ par un mouvement continu , ibid. 
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; calcul jusqu'à tel degré de précUio ; 

' I est l'objet qn'oQ so propose daos la 

latrepris les piem 

ératioDS Dumériqi 

i, les relations qu' 

d'un triangle, ont dû se trouyer ar-. ■.". 

alté de faire entrer dans le.'qalcul la : , . 
. grandeur des angles, qui, mesurés par des arâ^e cer- '• 
cle , ne peuvent être facilement comparés avec Icti ligné^r 
droites : mais ils ont bientôt reconnu que s'ils pdn- : .' 
Taient, par un mo^^en quelconque, calculer une suite - 
de triangles dont les angles eussent toutes les valeurs 
possibles , cette suite eo renfermerait nécessairement un' 
qui serait semblable au triangle que l'on aurait h' déter- 
miner, quel qu'il tùt ; et qu'alors de simples proportions 
suffiraient pour déduire les parties du second m c^Ies ^- ^ 
du premier. L'exemple suivant é< ■■'' 

lions peuvent avoir d'abstrait. 
'■ a. Je suppose que, dans le trit './-^ '-' 

connaisse l'angle B, l'angle Cet ' ^ ■ . 

diera dans la suite des triangle ' -.. 

deux angles 6 et c respetdivemi ' > > 

if et C; il sera nécessairement ' '-' - 

proposé ABC; et puisque toutes |i'." ■>■ 

sont cdnnues , on aura les proportions .,.. ---^ , -, ■ '. >; '^' €■ '.; 
bclabllBC : A3, hc -. ac •*. BC '$-4C^'^^--~f^' ■ 
dans chacune desquelles les trois premiers t«rtfN^'r3Ônt*>.^'^'^ 
donnés. On trouvera par canséquent ' ' *'■ ■- . '•■ 

et comme on a d'ailleuTG A=a, toutes les pâttïes dtf " - 
trjaçg^p ABC seront déterminées. . ^ ' „ ■ -. . : 
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3, Maintenant qu'on ▼oit le parti ip'oii peut tîr«r 
d'une suite de triangles faits sur tous les angles possibles, 
et dont les côtés seraient calculés, il est naturel de cher- 
cher les moyens de former une pareille suite. Pour consi- 
dérer d'abord le cas le plus ^imple, je suppose que ks 
triangles qu'on se propose de déterminer soient redaQ- 
gles ; il est facile de Toir qu'on pourra les construire tous 
dans un quart de cercle , en abaissant de ehaeun dés 
points de Farc JlB ;fig, 2 , des perpendiculaires ilf /*, Fîg. a. 
Jlf P', lU' P*, etc. , sur le rayon AC ^el tîrant les rayons 
MC, 3fC, M*'Cy etc.-, les tnangles MPC, M ï^ C, 
3P F" C y etc. , formés ainsi , seront rectangles en 
FjP'jP'jetc.jet les angles ^fCP, 3fCP',AtCP"y€^.i 
auront successivement toutes les valeurs possibles; enfin 
les angles CMP, CM! F', Cli^F^y etc., qui, avec le^ 
précédens, forment un angle droit, seront aussi tels que 
Pexige la nature des triangles rectangles, et il ne sau* 
rait exister de triangle rectangle qui ne soit pas équiangle 
avec quelqu'un de ceux que fournit la construotioUpré* 
sente. Il est à propos de remarquer que ces derniers ont 
tous une même hypoténuse, égale au rayon de l'arc ^J9. 

4« On peut encore former une suite de triangles rec- 
tangles, ayant tous un des côtés de l'angle droit égal au 
rayon du cercle; il suffît, pour cela , d'élever la tangente 
indéfinie AT^ à l'extrémité do rayon A^ et de mener, \ JH 
par le centre Cet par les points ilf , 2i/', M", etc. , les sé- 
cantes CNy CN', CN\ etc. Il est évident que les trian- 
gles CANy CAN* y CAIf\ etc. , auront successivement 
toutes les combinaisons d'angles qui peuvent exister 
dans un triangle rectangle ; et parmi ces triangles , il 
s'en trouvera nécessairement un semblable à tel triangle 
rectangle qu'on voudra. 

5. Dans les. triangles CTM, CFM\ CP'd/r, etc., 

I.. 
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dont Vhypoténuse ne change pas, les eôtés PM, P d/f^ 
P^ M" y etc.| qui croissent en même temps que les anglef 
AOMyACM'yAC]if,e\jCy et que les arcs AMyAM^ 
AM"y etc., qui mesurent ces anglea, ont reçu un nom à 
cause de cette dépendance : la ligne PM s'appelle le 
^inus de Parc AM^ la ligne P' JUff est de même le sinus de 
l'arc AM'j et ainsi des autres. Il suit de là que le sinus 
-de Varc est la perpendiculaire abaissée .de Vune des 
extrémités de cet arc ^ sur le rayon qui passe par Vauti^ 
extrémité. Les Hgnes CP, CP\ CP" y etc., qui diminuent 
lorsque les arcs AMy AM* y AM"y etc. , augmentent, 
sont respectivement égales , comme parallèles com-* 
prises entre parallèles, aux perpendiculairesiRfQ, M! Q[f 
^"Q"> etc., abaissées des points M y iJf', il/*', etc..,sur 
le rayon CBy perpendiculaire au rayon CA\ et il 
est éyident que les lignes 3/Q, M!(ly M"Q'y etc., 
sont, par rapport aux arcs BMy BMy i?ilf ", etc. , ce 
que sont PÂf, P'ilf, P"M" y >etc., par rapport aux 
arcs AMy AMy AM'^y etc., et que par conséquent MQ 
est le sinus de »^/, ifcf'Q' celui de BMyM"q' celui 
de But' y etc. 

Deux arcs qui, pris ensemble on soustraits l'un de l'au- 
tre, donnent le quart de la circonférence, sont àWscom- 
pUmens l'un de l'autre. Les arcs BMy BM! y BM'y etc., 
sont respectivement les complémens de AMy AMy 
AM'y etc. On a désigné les lignes yTfQ, M Q', M" Q", etc., 
ainsi que leurs égales CPy CP y CP"y etc. , sous le nom 
de cosinus des arcs AM, AM'y AM"y etc. D'après ces 
notions, le cosinus d'un arc est le sinus du complément 
de cet arCj et est égal à la partie du rayon comprise 
entre le centre et le pied du sinus* 

Les triangles rectangles CPMy CP'M'y CP^M"y etc., 
qui ont tous une même hypoténuse, sont donc formés 
par le rayon du cercle et par le sinus- et le cosinus 
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de celui de leurs angles aigus qui a son sosunet au- 
centre (*). 

6. Je passe aux triangles CAN, CAN', CAîT^ ctc; 
Leurs hypoténuses, sont les sécantes des arcs AMfAJIf,,^ 
u4M^f etc., parce qu'o/* nomme sécante et un arc le 
rayon mené par une des extrénùtès de cet arc ^ et pro^- 
longé fusqu*à la rencontre de ta tangente menée par. 
Vautre extrémité. Les portions AN^ AN*, AN" ^ etc. , , 
prises sur la tangente Al^y sont les tangentes à.e& arcs 
AMy AMfy A M" y etc. , parce que l^on est convenu à^ap- 
peler tangente d*un arc la partie qvf interceptent ^ sur 
la tangente menée par Vune des extrémités de cet Ure^ 
les deux rayons qui le terminent C*)* 

7. Si, par Textrémité i? de l'arc AS,fig. 3, on mène Pig< 3. 
la tangente Bn prolongée jusqu'à ce qu'elle rencontre 

la sécante CN, la ligne Cn est la sécante de l'arc BM , 
complément de AM^ et se nomme la cosécante de AM} 
la Vi^ne Bn, tangente de BM, est la cotangente de AM, 
parce <qu'oi» appelle cotangente- et cosècqnte d*uj^ arç, 
la tangente et la sécante de son complémea^L ï^ cotau*. 
gente et la cosécante, comme on voit,, ne fpnt pas partie 
des mêmes triangles que la tangente et la sécante, ainsi 
que cela arrîye pour le sinus et le cosinus. 

8. Les tangentes et les sécantes ont, avec les sinus et les 



{*) La partie j4P da rayon AC , comprise entre le pied da sinai 
etrextrémité de Taxe, se nomme sinus verse. Cette ligne, d'ailleurs, 
n'est d'aucun usage dans la Trigonome'trie ële'qientaire. 

(**) On voit iciles motsfeca/tfe et tangente , pris dans nue ac- 
ception différente de celle qu^ou leur donne dans les El^fmens de 
Géome'trie. Dans cette partie des Maihémn tiques, la sécante et la 
tangente sont dçs droites indéfinies, dont Tune coupe le cercle, et, 
Tautrele touche; mais en Trigonométrie, les mêmes dénominations 
s'appliquent toujours à des lignes d'une grandeur déterminée: quand 
il peut 7 avoir équivoque, on appelle ces dernières tangentes et se» 
eantes trigonométriques. 
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oosiiittSy éa relations trè^ simples, aa moyen desquelles 
on peut trourer les unes lorsqu'on connaît les auirea. Les 
triangles CPM et C^N étant semblables , donnent 

CP : PM :: CJ: an, d'oi l'on tire ANz J"^^^ '^ 

mettant, an lietii des lignes CP, PM et AN, leur désigna- 
tion, savoir, casAMy sin AM et tang AM^et représen- 

- ^ . ^ .,- RûnAM 
tant le rayon 6.4 par Hy on aura tang AM=z TlïJ"* 

Pes mêmes triangles GPM et CAN, on déduit aussi. 

CP:CM::c^:CJv;cequiconduîtàCiv^=i ^^y^ ; 

mais. CJV= séc ^3/, Cikf = CA=R, CP 3=cos ^Jf ; 

donc séc >f Af = tï* • 

^ COS//M 

^. Si Fon compare entre eux les triangles CAN et 

CBn, qui sont encore semblables, puisqu'ils sont toss 

les deux rectangles, et que l'angle ACN = CnB^ 

eomme alternes internes par rapport à la sécante CN^ 

on aura la proportion 

AN \CA\\ CB ou CA \ Buy 
qui donne 

■5'* = -7Tr> ce qui revient à cot AMz=i .-. . 

.c^iV' /* tang ^M 

Cette proportion, et celle qui a été trouvée pour li» 
sécante , font voir que le rayon est moyen proportion^ 
nel entre la aécante et le cosinus, entre la tangente, et 
la ootangente^ puisqu'on a 

cos JM X séc AMz=R% tang AMX cot AM = B.\ 

10. Avec ce qui précède, il ne manque plus, pour 
être en état de construire les tables nécessaires a la 
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Trigonométrie 9 que de connaâtre les fnoyens de calculer 
les sinus et les cosinus seulement. Le cosinus même se 
déduit immédiatement du sinus; car le triangle rec- 
tangle CPil/, qui les contient l'un et Pautre, et qui a 
pour bjrpoténusele rayon, donne 

'jPM+CP=zCMou (sin^il/)^-Hcos^3f)*=JRS 

c^est«-à-dire, que le quarrê du rayon est égal à la somme 
des qtearrés du sinms et du cosinus ; d'où il suit 

cos AM = y/R^ — i^ûviAMy. 

La proposition suivante, qui donne l'expression du 
sinus et du cosinus de la somme ou de la différence de 
deux arcs, mérite la plus grande attention , parce qu'elle 
renferme implicitement toutes les propriétés des sinus 

et des cosinus. 

1 1. Soient deux arcs quelconques Sicth; cri aura 

sinskcoshdtisin hcos a 



sin (a±:b)== 



R 



cos (aihb) = ^ . 

Pour le prouver 9 il faut prendre sur le cercle AMB^ 
Jig, 4 j l'arc AM = a ; porter de cbaque côté du point M Fig. 4* 
les arcs MN et MN^y égaux à h\ tirer la corde NN^ 
des points N,M\ JN*, abaisser sur le rayon .^C les 
perpendiculaires NQ, MP, JVÇ'j par le point M, 
mener Te rayoti MC , et du point i? , o& il rencontre 
la corde JVJV, abaisser sur ACX^l perpendiculaire J?iP; 
enfin par les points Eet N^ mener les droites JSD, N'G 
parallèles k AC. 

Gela fait , on yoit i**. que NQ est le sinus de 
l'arc AN:siAM'\^MN=a+by et que CQ est le 
cosinus du mémo arc* 2®. que iV^Q' est le sinus de 
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l'ar* Alf = AM— MN':=za^b^ et que CQ en est le 
cosinus* Mais la corde NN' étant nécessaireiueut par- 
tagée en deux partiea égales au point E , puisque le 
rayon CM passe par le milieu de l'arc JVJV"', d'après 
la construction, il suit de la similitude éyidente des 
triangles NED, NN'G, que NG est aussi divisée en 
deux parties égales au point D, et que DN=zDG, 
De plus, J)Q = EF, GQ == N'Q, DE= FQ, à 
cause des parallèles; et comme DE est la moitié 
de N'Gy FQ sera la moitié de Q'Qj en sorte que 
Q^F=QF= DE, enhn 

NQ=DQ + DN=EF+DN^ 
iV'Ç'= GQ::=^Dq — DG = EF^ DN, 
CQ :=z CF --^ FQ = CF — DE^ 
CQ =5 CF + FÇy^ CF + DE. 

Mettant pour NQ^ N'Q% CQ, CQ\ leurs désigna- 
tions respectives , sayoir , 

s!n (a+6),sin(a — ^), cos(a+i)> cos (a — i), 

on a 

8În(a4-6) =zEF + DN,cosia+b) = CF'^DE, 
sin (a — 6) = EF^DN, cos (a— ô)= CF+DE; 

et il ne reste plus qu'à calculer les qttcitre lignes FE^ 
ÇF,DNetDE. 

Les deux premières s'obtieiMient par les ti'iangles sem- 
blables CMF et CEF, dont on tire 

CM : FM :: ce : ef, cm : cp :: ce : cf. 

Or, AM=a^ PAf=8ina, CjP= cos a; et il suit 
des définitions du sinus et du cosinus (5) que EN est 
le sinus de l'arc MZV, que CE en est le cosinus, et que 
par conséquent EN = sinb, CE = cos ô ; d'ailleurs 
CM =7 R : substituant ces valeurs dans les proportiçns 
ci*dessus^ on trouye 



£Fz=z 



CF= 
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PMXCE slnaoos^ 



CM ~ R ' 

CPX CE _ oos g C 05 & 

C3f "~ b: 



Comparant ensuite les triangles CMP, DENy qui 
sont semblables, parce que les côtés du second sont 
perpendiculaires à ceux du premier , pu déduit de ces 
triangles 9 

CMi EN :: cp\ DN, CM : EN :: pm : de. 

Substituant aux trois premiers termes de chacune de ces 
proportions j leur désignation rapportée ci*dessus^ elles 
donnent 

JS^iVx CP sînôcosa 



DN=z 



DE = 



CM "" R ' 
PM X EN _ sin a sin b 
CM ~ R ' 



Réunissant ces Taleurs aux précédentes pour formçr 
celles de sin (a+^) et de sin (a — 6), de cos (a+ b) et 
de cos (a — b) , il vient les quatre équations 

sin a eos b -f- sin b cos a 
R ' 

sin a cos b — sin & cos a 

cos a cos b — ^ sin a sin b 

-g , 

, -. cos a cos b + sin a sin ^ 
cos (a — è) = j^ , 

comprises dans l'énoncé de la proposition (*). 

■■ ■ I .. - I, I - M . ,-, , 

(*} Dan* la fi^are, on a pris des .arcs tels, que leur somme esi 
moindre que le quart delà circonfereoce^ mais il ne serait pas di£'^ 




cos 2a = 
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ÀTec ces équations ^ oa peut trouver le sinus et le 
cosinus d'un arc ck>uble , triple , et en général multiple 
de celui dont on connaît le sinus et le cosinus. En effet , 
si l'on prend successivement & = a^ ^ =^ 20, on aura 

2 sin a cos a 
sm 2a =i , 

XI. 

cos a*— sin a* 

H ' 

. » sin a co» 2a -h sin 2a cos a 
sm oa = -7j , 

o cos a cos 2a — sîn a î^în 2a 
cos oa = ^ _-— j 

et on tirera des deux dernières équations sin 3a et cos 3a, 
lorsque sin 2a et cos 2a seront calculés. 

w,, ,. . a sin a cos a , . 
12. L eq.uation sm 2a = ^ conduit aussi 

du sfn us d'un arc a à l'eipression du sinus de sa moitié. 

Si l'on remplace cos a par sa valeur v/A*^— sin a' \ )» 
il vient alors 



2 sin a^/jS*— sm a 

sm 2a = ■ — 

xi 



ciled^approprierla constnictioa aux autres cas ^ et il n^en lésalteraic 
dans les formules ci-dessus que des cbangemend de sigocs , confor- 
me'ment aux lois qui seront reconnues ci-après (22 et saiv.). Cepen- 
dant afin de ue xîcn laisser àde'sircr sur ce sujet, j^ai rapporte' k la fin 
de fouvrage , dans la note A, un procède' pour obtenir les mêmes 
formules d''une manière moins de'pendaute des circonstances de la 
figure. 

(*) Le lecteur est pre'venu que dorcnavani je désignerai le quarré 
du sinus de Parc et par sfA a*, expression qu^il nc> faot.pat pcendrc 
pour le finits dn quarrd de Tare a\ ain»t sin a* 3= (sin a)* . 
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«t w élevant au çuarré , on troave 

-R* sm 2a* = 4^ sîn a»— 4sîn a*; 

prenant sîn a pour Tinconnae dans celle éqnalion qui 
peut 96 résoudre à la manière de cdles du second degré, 
on obtient 

sîn a T= ±: y/i B!^±: i B ^W^ gin m\ 

S î Ton fait 2a = a\ on aura a := J o^, et par conséquent 

sîn ^a'=itVi iî^rtf JRV/^^^si^^ 
ou sïnia'=±:i l/aTî^iaiîcosa', 

en mettant cos a'* aoUeudeiZ^ — sin a'* (la) , en multi- 
pliant les quantités sous le radical par 4 j et en divisant 
au-dehors par 2, ce qui ne change rien à Fespression. 
Telle est la formule qui donne le sinus de la moitié d'un 
arc, lorsqu'on a celui de çe^ arc. 

1 3. On peut arriver à ce résultat par une construction 
très sîm'ple. 

Si l'on mène le rayon CN qui divise l'arc AM^fig, 5, Fig. 5. 
en deux parties égales^ la corde AQM se trouvera éga- 
lement divisée en deux, parties égales, et Qilfsera le sinus 
de MiVoude la moitié de AM\ le triangle AMP^ rec- 
tangle eq P, donnera 

* . I II I > ». I «É I t 

AMzjL VpM^-h^l 

et comme A P= A C-^-CP^rM— cos AM^^R-^cos a\ 
que d*ailleurs PM= sin AMz=zs\n a, on aura 

AMr=^ V^sin û^*+J»*— •aiJcosa'-f-cosa'*^ ^^2iî-— 2Scosa', 
à cause que sin a'*-f-cos a*'= ii* (lo), et on en dé- 
duira 

' i^i>F^ i AQM^brz l V^siî»— 2^cosa' 
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Om ne trouTe de cette manière que la deuxième 
râleur de sin J a : l'autre est MQ' -^ car l'arc MN'^j 
qui compose, arec l'arc ^il/^ la demi-circonférence, a 
aotti pour sinus PM, puisque cette ligné est hien en 
effet la perpendiculaire abaissée de l'extrémité M sur 
le rayon Cyt qui passe par Vautre extrémité (5); et rien 
dans l'équation d'où l'on est parti, ne faisant connaître 
lequel de ces deux arcs on se propose de diriser , on 
doit trouTcr en même temps le sinus de la moitié. du 
premier et celui de la moitié du* second. Suivant la 
construction , on aurait 



= ï/sina*4-(-fl + cosa')» 

= V^^sin a* + /î* -f- 7,R cos d + cos a'* 

= V7.R^ + TR cos a< 

■ 

et par conséquent 

2l[fQ' = sinia'=i V^xF+'a'ScôTl?, 
résultat qu! est la première valeur de sin \ cl. 

Il faut bien observer que^ quoique sin a' soit le même 
dans les deux yaleurs de sin \ dy l'arc a' est différent; 
pour l'une d'elles, cet arc est AM^ et pour l'autre A'M^ 
qui est le supplément de AM ^ car on entend par le 
supplément d'un angle ou d'un arc, ce qu'il faut ajouter 
à cet angle ou à cet. arc pour en faire deux droits y 
ou la demi*circonférence. On conclura aussi diB ce qui 
précède , que le sinus du supplément dun arc est le 
mém£ que celui de cet arc. Je donnerai plus loin des 
notions générales sur les différens arcs qui peuvent avoir 
le même sinus > la même tangente^ etc. 
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i4« U suit encore de ce qui précède^ q|%e le sînas d'un 
arc quelconque jfNe^t la moitié de ]a corde A M de 
Tare double ANM, et que la corde AM est le double 
du sinus de l'arc j4N, moitié de ANM\ de manière que 
lorsque les sinus sont connus, on en déduit les cordes, 
et vice vend* 

i5.: Ce ne sont. 'pas les Taleurs absolues des sinus 
que l'on a besoin de calculer, mais seulement leur 
rapport avec le rayon , puisqu'il suffît de connaître 
dans tous les triangles CPM, CI^M\ etc. , fig. a , les Fîg. a. 
rapports que les côtés ont entre eux. On peut en con- 
séquence, pour plus de simplicité, prendre le rajon 
pour unité, et exprimer les sinus PM, I^M\ etc., en 
parties' décimales de cette unité, ou, comme on le faisait 
autrefois , supposer ce rayon divisé en i oo ooo parties, 

i6. Il est à propos d'observer que la longueur d'un 
arc est toujours moindre que celle de sa tangente, et 
plus grande que celle de son sinus. En eflPet, si on 
prend au-<lessous du rayon ACyfig.6^ l'arc Allf =zFi^6. 
AM, que l'on tire de la corde MM\ et que l'on mène 
les tangentes MT, MT^ il est facile de voir que ces 
tangentes doivent rencontrer toutes deux le rayon AC 
dans un même point, puisque les triangles CMT et 
CiRf T^sont égaux. Les lignes MT et MT étant égales 
aussi bien que les lignes PM et FM\ et les arcs AM et 
AM\ on aura 2,AM<jiMT et iiAM^7.PM ^ parce 
que la longueur d'un arc de cercle est comprise entre 
celles des portions correspondantes des polygones ins- 
crit et circonscrit [Géom, i5i] (*); et l'on en con- 
clura AM^MT, AM>PM. 



(*) La proposition rappelée ci-dessus est an cas particulier d' 
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Je ferai remarquer, h cette occasion , que le rapport 

entre la tangente et le sinus d'un arc tend sans cesse 

vers l'unité 9 à mesure que Parc diminue; en efiei^ de 

R sîn a ^rtN .. siïï ^ cos a 
tang a = (8), on tire -— — = -^ ; et comme 

cos a tang a xf 

cos a approche sans cesse de ^ , il s'ensuit que la frac- 
tion p ■ approche aussi de plus en plus de. T unité , 

qui en est par conséquent la limite {^Ig. 284 )• 

17. Il suit de ce qui précède y qiae la valeur de la 
tangente et eelle du sinus d'un petit arc AM, ne dif~ 
fèrent point dans un certain nombre de leurs premiers 
chiffres, et que par conséquent ces premiers chiffres 
donneront aussi une valeur ap|irochée de l'arc En pre* 
nanl, par exemple» PM:=: 0,0001 , on trouve 



CP= \/ CM— PM= 0,999 999 995 , 

et MT:=: — =0,000 lOOOOQ ooo 5, 

valeur qui ne diffère de PM qu'au treizième chiffre; 



ceuc autre : Les lignes qui sont partout convexes dans le même 
sensy sont d'' autant plus longues qu'elles s"* écartent davantagede 
«'g* 7» ^ ligne droite. En effet, si l'on mène à la ligne courbe ACByfig. 7, 
inlërieureà la conrbe AMB, une tangente DE, cette tangente sera 
plus courte que l'arc DME, et on aura ADEB<CAMB, Tirant 
ensuite par les points H et Z, interme'diaircs entre AciCyC et B^ les 
tangentes i^Gy IK^ on formera une nouvelle ligne brisée AFGIKB, 
qui sera moindre que la première, puisque fG<CFD'i^DG, 
ÏJi'^IE-j-EK. Il est évident que l'on construira de la même ma- 
nière une suite indéfinie de lignes brisées qui iront sans cesse en di- 
minuant h. mesure qu''ellcs approcheront de se confondre avec la 
courbe ABC, qui sera donc non-senlement plus petite que AMB, 
mais encore qu<e tontes les lignes brisées donjt on vient de parler. 
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on peut donc prendre ce nombre povr la valevr de 
l'arc >^il/ exprimé en parties du rayon {*). 

18. Pour appliquer les formiriesdes n^* lo^ Il et la, 
il faut connaîtra au moins te sinus de Fun des arcs com- 
pris dans le quart de la circonférence; or il y a dem cb 
ces arcs dont le sinus est facilement eonniiy saToir^ce 
quart et son tiers. En effet , le sinus du quart de la 
circonférence nfest autre chose que le rayon ^ elle sinus 
du tiers de cet arc est égal à la moitié du rayom* 

La première de ces valeurs est é?idente par la figure 2; 
et la seconde résulte de ce que le côté de l'hexagone 
insorit est égal au rayon ( Géom. i46). Ce c&ihffig, 8» Fig. 8. 
étant la corde du \ de la demi- circonférence , donne 
par sa moitié le sinus du ^ du quart de cette circonlé<* 

rénce (i4)- 
£n partant du quart même > la formule 

donne le sinus de la moitié de cet arc, puis celui de la 
moitié de cette moitié ou du quart, et conduit à toutes 
les fractions cora prises dans la sui te 

{^) La même chose se prouve en rédiiisarit en strie rexprcssion de 

_ _ sin a sin rt , o . 

la tangente. En effet , on a lang a = =: ( o, 10 ; , . 

^ costf V/,-H,infl» 

sin a , X — f j • 1 

lorsqac i{ = i ; mais ;> ~:= =sin û(i— sin a») 5 devclop- 

pamla dernière quantité , par la fomnle do binôme, on trouvera 
tang a = sin a + 7 sin a^ H** I tin a' -f- «te. 

Il est évident que taot que sin a sera une petite fraction décimale, 
leterm^ ^ sin a^ ne pourra influer que sur les derniers chiffres de 
Pexpression de tang a, et que dans les premiers on aura tanga=sin a.' 

Pour sin a =0,0001, on a } sin a^=o,ooo 000000 poo 5, résul- 
tat qui ne peut changer que le treizième chiffre. 
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La même formule, lorsqu'on fait d'abord a' égal au 
tiers du quart de la circonférence, détermine sucoessi- 
venient les sinus des fractions 

» -L. J- J» JL etc 
de ce quart. 

On Toit par W que s'il était diyisé en un nombre de 
parties égal à quelqu'un des dénominateurs des fractions 
ci-dessus y on trouverait directement le sinus de cba- 
cune de ses parties, et on en formerait une table , en les 
inscrivant à côté des arcs auxquels ils appartiennent; 
mais il n'en est pas ainsi : les astronomes indiens seuls 
paraissent avoir divisé le quart de la circonférence en 24 
parties, pour en calculer les sinus (^). Un usage très 
ancien, et ensuite d'autres raisons, ont fait adopter des 
divisions différentes des progressions indiquées ci-dessus. 

ig. On divisait autrefois la circonférence entière en 
36o parties qu'on appelait degrés; on subdivisait ensuite 
cbacun de ces degrés en 60 parties appelées minutes^ 
cbacnne de ces minutes en 60 parties appelées secondes, 
cbacune de ces secondes en 60 parties appelées tier- 
ces^ etc. La marque des degrés est le caractère ° placé 
à la droite du nombre et au-dessus, celle des minutes % 
celle des secondes^, celle des tierces "'y etc., en sorte 
que 4^® 3i' \l^ ^ signifie 4^ degrés 3i minutes 1 4 se- 
condes 5 tierces. 

Puisque dans la mesure des angles on n'a aucun égard 
à la valeur absolue des arcs, mais seulement à leur 
rapport avec la circonférence entière, il semblerait 
fort naturel de la prendre pour l'unité , et d'exprimer 
les arcs par des fractions , soit quelconques, soit déci- 
males. Cependant quelques considérations particulières 

(*) Voy. VHistoire de P Astronomie ancienne, par M. Dclambrc, 
T. I , p. 456. 
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ont déterminé les Savans chargés de la réforme des poi^^ ^ 
et mesures, à prendre l'angle droit pour l'unité des an- 
gles , et par conséquent le quart de la circonférence) ou 
le quadrant j pour l'unité des arcs. Ils l'ont diyisé en cent 
parties égales qu'ils ont nommées grades > et qu'ils ont 
substituées aux anciens degrés; puis chacun de ces grades 
en cent parties égales. Ces dernières divisions rempla- 
cent les minutes ; et peuTént êt^re subdivisées autant 
qu'on le voudra , suivant la progression décimale. 

En employant dans le cours de cet ouvrage la nou- 
velle division du cercle, j'exprimerai les arcs par des 
nombres décimaux écrits à l'ordinaire; mais je placerai 
au-dessus du chiffre des unités, et h droite > la lettre ^9 
pour désigner que l'unité est le quart de la circonférence 
et pour empêcher que l'on ne confonde les mesures d'arcs 
avec les autres nombres : 0^,4^^ > par exemple, représen- 
tera l'arc ^al à -^^^ ou - ^006 du quadrant, et sera par 
conséquent composé de 4^ grades et So minutes {*). 

20. Le rayon du cercle pour lequel on se propose de 
construire les tables étant i , et sa circonférence étant 
désignée ordinairement par a^r, le sinus de AB, fig*^^ ^ 
ou sin I ff* = I ; on a d'ailleurs cos | s* == o : posant donc 

a'=\w, la formule sin ia'=i |/2/t*— a/lcoT? (i3) 
fait voir que le sinus de la moitié du quart de la cir- 
conférence, ou de ^ »*, est 5: V^ a (*"^). 

(*) Il parait que les principales raisons qui ont fait choisir Pangle 
droit pour nnité, sont 10 que le cercle entier, & proprement parler, 
ne mesure point un angle, puisque alors le rayon mobile CM^fig, 3, _ . 
est retenu s'appliquer sur le rayon CA \ a°. que le sinus , auquel on ^* 
rapporte contes les antres lignes trigonomëtriqnes, prend dans l'é- 
tendue du quart de corde , ou de Tangle droit, tontes les valenrs 
dont il est susceptible. 

^) On peut anssif^Vn convaincre h priori ^ puisque* le trianf;1c * 
Trigonométrie. 8* édition. a 



I 
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L'ar« ^B^^Wy étant pria pour vmté, JM aéra 
(le o'}5-: ou aura donc 

sin o*y5 := cos 0^,5 =si ^2 = 0,707 106781 186. 

Maintenant si on lait o^JS =za^j on trouvera 

sîn |a' = sin o^, 25 = 0,382683432365, 
cos i a' = <;o5 o^, 25 = o,g2387g5325i 1 ; 

mais en continuant ainsi de partager chaque arc en deux 
parties égales , on ne tombera sur aucune des parties 
décimales du quadrant : on parviendra seulement k des 
arcs de plus en plus petits | et qui par cette raison ap' 
procheront sans cesse d'être égaux à leurs sinus (17)* 
A la quatorzième division , par exemple , on arrive à 
un arc qui n'est que 77^ du quadrant > et dont le 
sinus est 0,000 095 873 799 , moindre par conséquent 
que 0,0001 : la petitesse de cet arc est donc telle, 
qu'il ne différera point de son sinus dans les 12 premiers 
chiffres décimaux. 

A plus forte raison en sera-t-il de même pour les arcs 
moindres; or il est visible que tous les arcs qui se con- 
fondent avec leurs sinus et leurs tangentes , sont pro^ 
portionnels à ces lignes : il vient donc 

1^ 1» I» Il 

id3o4 I 00000 io3o4 I 00000 

ou :: I 00000 : i6384> 

d'où 

1 6384 sin j^lgj 
sin Q^.ooooi =: " '7::^ 0,000 01 5 707 û63, 

. * lOOOOO / / J7 » 



Fie o ^l'|f/'rJ^'*9iC^Ak)Mi4»cèk,etqiiel'oaaparcoD€«qaeDl 
d'où 
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«v «o îps dansles doo^e premières décimales. On tn^are 
par la même rataoo 

' ' mn o*,oooo2 = 2 stn o*,ooooi , 
sm o'yOoooB = 3 sm o*,oooai, 
sîn 0^,00004 = 4 ^^>^ o^ooooi, 
etc.; 

etajafit soin cle calculer en même temps le cosinus et la 
tangente de chacun de ces arcs , on peut suivre cette voie 
tatit que le sinus et la tangente correspondante se con^ 
fondent encore dans les douze premicrcs décimales. 

SI l'on ne voulait avoir les valeurs approchées que jus- 
qu'à la huitième décimale, on pourrait pousser ainsi 
jusqu'à Varc de 0^,001. 

Pour s'élever ensuite à des arcs plus grands, on se 
servira des équations 

sin 2a := 2 sin «i cos a, 
^ cos aa == cos a' — ain a', 

sÀn (â ±: &) 7= sin a cos b "àzixnh ces a ^ 
cos {u'iz}>)-^ss €08 a cos & =^ 8tn a sio b* 

Faisant successivement a=o*,ooi , û=o^, 002, etc., dans 
les deux premières, on en déduira 

sÎQ 0^,002, cos 0^002 > sin o?,oo4 9 cos 0^,004» etc. , 

et prenant ensuite a 3ïr 0^,001 ^ ^s= 0^,002 , âs= 0^,002, 
6TX3Qf|Oo3 , etc. , on obtiendra, par le moyen des deux 
dernières, 

sîno^,oo3, cos ô»,oo3, sîn o^,o65, coso^,6o5, etc. 

Cet exposé suffît pour faire concevoir comment on a 
pu former les tables trigonométriques. 11 existe d'ailleurs 
des méthodes plus expéditrves poui^ calculer les 9Înus 
des angles quelconques^, par le moyen de séries conver- 
gentes qttî se déduisent des équations du nnméro 1 1 . 

2. . 
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OlQ les trouTera dans les deux Traités que j'ai publiés 
sur le Calcul difTérentiel et le Calcul intégral. 

ai. Pour faciliter les calculs ^ on a subrtitàé depuis 
long-temps aux valeurs des sinus^ cosinus^ tangentes 
et ootangentes, leurs, logarithmes ; et dans la plupart 
des tables, on ne trouve plus que ces derniers , en sorte 
que, par leur moyen , on résout toujours l'une oul'autre 
de ces questions : 

I®. Un arc étant donné j trouver le logarithme de' ton 
sinus ^ ou de son cosinus ^*ou de sa tangente , ou de sa 
cotange^fe,; 

a?. Connaissant le logarithme du sinus ^ ou du cosi-* 
nusj ou de la tangente j ou de la cotangente d'un arc^ 
trouver cet arc* 

La solution de ces questions tient à la disposition des 
tables, disposition qui n'est pas la même dans toutes, et 
qui se trouve toujours expliquée en tête de diacune 
d'elles ; c'est pourquoi je n'en parlerai point ici» Je-me 
bornerai à indiquer les tables de Callet comme les meil- 
leures relativement à l'ancienne division, et celles de 
Borda, ou celles de MM. Hobert et Ideler, par rapport 
à la nouvelle. 

Les tables trigonométriques n'embrassent que l'éten* 
due du quart de cercle; mais elles donnent malgré cela 
les sinus et les cosinus, les tangentes et les cotangentes, 
pour tous les arcs, quelque grands qu'ils soient, ainsi 
que je vais le faire voir en examinant la marche des 
lignes trigonométriques par rapport aux divers degrés 
de grandeur par lesquels peut passer un arc de cercle. 

22. Pour bien comprendre ce qui va suivre, il faut se 
pénétrer d'avance de la continuité qui règne toujours 
entre les diffërens résultats qu'on déduit d'une même 
expression algébrique , ou d'une même construction géo< 



% 
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^V'^' métrique, ^'4p|^'QB9te^ ce que chaque valeur que 

\^ l prend Veam^mn â^t il s'agît est toujours précédée 

^ r ou smvi^^QvPl^surs qui difi^rent aussi peu qu'on voudra 

de la prëni«èi5é, et en ee que , dans quelque partie que oe 

sôitd'^ne ligne , on peut toujours coneerotr deux pointa 

qui soient ifussi voisins Pun de l'autre qu^on voudra. 

Gela posé, si l'on conçoit qtk le rayon CM^fig. lo, Fi;;, lo. 
d'abord couché sur^C, tourne amouçdu point Qy comme 
SUT une charnière^ ce rayon formeca successivement, 
avec AC^ tous les angles possibles \ et te. point M y situé k 
son extrémité, passera sur tous les poiiftts d^|^ circon- 
férence du cercle ABAlffA^ ou, ce qâi esAa même 
chose, la décrira. En suivant avec attention le mouve- 
ment que je viens d'indiquer, on voit d'abord qu'au point 
A y où l'arc est nul, le sinus est nul aussi , et le cosinus ne 
diffère pas du rayon AC. Lorsque le rayon CHifs^est dé- 
ta<^é de AC, le sinus PM augmente à mesure^qœ le 
point My que j'appellerai désormais le point dècrù^nt^, 
s'avance vers Bj et quand il y est parvenu, Pilf devient 
égal à CB , ou au rayon. Dans les mêmes circonstances^ 
le cosinus CP diminue sans cesse, et devient nul lot^uèW 
le point ^f est en J9; l'angle ACB est alors droit, et l'arc ^ 
ABr=sz\fF» Le point M continuant son mouvement au- 
delà du pointa, le sinus décroit, et le cosinus, qui 
tombe maintenant sur le diamètre AA'\, d'un côté du 
point C, opposé à celui o& il était avant le pointa, aug- 
mente. C'est ce que prouve la seule inspection de la fi- 
gure : P^M\ sinus de ABM\ est moindre que (7aP, sinus 
de ABy et CP', cosinus du premier de ces arcs, surpasse 
le cosinus du second , qui est nul. 

Lorsque le point ili'est parvenu en ^' le sinus est nul 
comme au point yi, et le cosinus est encore une fois égal 
au rayon*. Au çoint A', l'arc ABA' est égal à la demi* 
circonférence, ou à «r- Fangle :^CXf a atteint sa plus 
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grande lirai te y maïs rien ne^'oppose h ce que le rajoa 
CMetle point 4écrivant ne contlnueut leiir mouvement > 
ei^ passant au-dessousdu diamètre ^^'. Le sinus , qui de- 
vient alors P"M"9 tombe aussi au- dessous du diamètre, 
et augmente à mesure que lè point M" s'approche de ^ , '^ 
tandis que le co^in^^s CF" diminue. Au poinf^, où l'arc 
^SA'^ est les \ de la circonférenoe, ou f ^, l'un est 
éga^ au rayan CJBf^ et i'auire est buI. Enfin > depuis ff 
ju9qii.'en A 9 le sinus P^M''^ toujours au-dessous àf^Ajf , 
diminue sans cesse, et le cosinus CP"^ qui se tcouve alors 
du mèiimcôté où il était dans le premier quart de cercle 
AB y auPuenta et , en A y devieut égal au rayon. 

On Toit en même temps que si les arcs A' M' y A' M" , 
A M" étaient égaux à l'arc AM ^ les sinus et les cosinus 
des .^rcs ABlkf, AJM\ ABM", ne différeraient des 
sinus et des cosinus de Tare AM^ que par leur posittén. 
Revenu au point A^ ie point décrivant a achevé une 
révolution, mais il en peut recommencer une autre ; et 
considérant toujours comme un seul arc la totalité du 
chemin parcouru par ce point , depuis le commence* 
ment du mouvement , il en résultera des arcs plus grands 
que la circonférence, et qui auront les mêmes sinus, 
xx)sinu6, tangentes, cotangentes, que ceux qui ont été 
décrits dans la première révolution. Ces considérations 
■mènent à des conséqueikces très importantes pour l'ana- 
lyse, et que j'ai développées dans mes Traités de Calcul 
difiërentiel et de Calcul intégral. 

23. Il faut chercher maintenant comment les expres- 
sions algébriques des sinus et des cosinus répondent aux 
diverses circonstances que je vieiis d'exposer. Pour cek , 
on fait d'abord ar^^Tr, dans les équations 

sin (adtô) = sin a cos ôztsin ^ cos a 1 • / a v 
CQS («ité) == CQS a cos èipsin a^o^hV ^ 
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et oiMerrant que sin ^ «■ => i , et que co$ î«r= o , on 
trouve 

sin (ln±:b) == cos b, 
cos (ï^-rfcô) = :+: sîn ^, 

expressions dans lesquelles on doit remarquer deux 
choses y savoir > leur valeur absolue, et le signe dont 
elle est affectée. 

Cette valeur se vérifie sur la figure , car AB étant 
4^, si l'on prend Parc BM^ pour à, l'arc A M' sera 
^ + b'j mais P' Hf étant le sinus de A'Jlf aussi kjien 
que de AJU', sera le cosinus de BHÎ* ou de A , tandis que 
CjP' en sera le sinus. 

Quant au signe — qui affecte cos (î«' + 6)i il en 
résulte que si l'on regarde comme positifs le sinus et le 
cosinus d'un arc moindre que le quart de la circonfié"*». 
rence 9 le cosinus d'un arc plus grand sera négatif, 
tandis que son sinus sera positif. Si l'on faitaussi àis^tt , 
onaurasîfn sr=::o, cos^ = -*-i. 

Supposant ensuite que, dan» les équations (Ai)) 
a=r , on obtiendra ^ d'après ce qui précède, 

sin («• rh J) = qp sin ô , 
cos («■ dr A) = — cos b. 

La valeur absolue de ces formules peut se vérifier aussi 
facilement que celle des précédentes^ leur signe montre 
que tout arc compris entre 9r et | ff* a son sinus et son 
cosinus négatifs; et lorsque bzz^jw ^ on trouve 

sin|T = — I, cos |îr = o. 

Enfin quand a= |9r, les équations (A) se réduisent, 
f n vertu des valeurs ptécédentes, à 

sin(|îr±:i)=: — cosi, 
cos ( î» ±: ^) = it sin b, 
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et U sWiît que tout arc compris entre > et ^sr on a^r^ 

â «on cosinus positif et son sinus négatif. 
En récapitulant ces résultats, on verra, 
1°. Que depuis le pointa jusqu'au point' A\ où Parc 

ABjf :=f7r, les sinus sont positifs ; . 

a^. Que depuis le point A' jusqu'au point A, où Tare 

ABA'B'A t= 2T, c'est-à-dire de jt jusqu'à 2x, les sinus 

sont négatifs ; 

3®. Que depuis le point A jusqu'au point B, où l'arc 
ABzrz^'^rj les cosinus sont positifs; 

4*- Que depuis le point B jusqu'au point B', où l'arc 
^5u^'5' = fa-, c'est-à-dire de^îr, à Iît, les cosinus sont 
négatifs ; 

5®. Enfin, que depuis le point ff jusqu'au point A, où 
l'arc ABA'B'A=tifr, c'est-à-dire de |t à 2^, les cosi- 
nus sont positifs; 

Et l'on remarquera sans peine que les sinus pliahgent 
de signe lorsqu'ils passent au-dessous du diamètre A A' , 
et les cosinus, lorsqu'ils passent d'un côté à l'autre du 
point C, ou qu'ils tombent en-deçà ou au-delà du dia- 
mètre Bff, perpendiculaire au premier. 

Avec ces attentions, on étendra les formules du 
n" 1 1 à toutes les grandeurs possibles des arcs AM et 
Fig. 4. MNyfig, 4; et les valeurs conclues de ces formules s'ac^ 
corderont avec cdles qu'on déduirait de la construc- 
tion et des raisonnemens du n® cité, si on les appliquait 
immédiatement aux arcs proposés , exercice qui peut 
être utile au lecteur (*). 



(*) U m'a paru suffisant ici de considérer la correspondance des. 
signes des lignes trîgonome'triques avec leur position, comme un fait 
d'observation ; mais on trouver^ an coôimencement de l'application 
de!;l'Algèbre à'ia Géométrie , la théorie de cette correspondance e^ 
la prenvc que toute ligne afièctëe du signe — doit être prise dans Ujx 
sens opposé à celui qu'on lui donne quand elle a le signe «f* 
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a4* ^ suiTant le cours des tangentes , on trourera 
qu'elles augmentent sans oesée depuis le point Ayfig. lo , Fîg lo. 
} usqu'au point By où l'arc AM est devenu égal à ^ fr . A ce 
point la sécante CN^ se confondant ayec CB^ est paral- 
lèle à la tangente AN^ et ne la rencontre par conséquent 
plus y en sorte que Tare AB n'a points à proprement 
parler^ de tangente trigonométrîque. On dit cependant 
que sa tangente est infinie; mais, par cette expression,, 
il faut entendre quen prenant le point M aussi près dci 
point B qu'il sera nécessaire, on trouvera une tangente 
AN plus grande que telle quantité qu'on voudra. Ces\ 

aussi ce que prouve l'équation tang a =s , qui donne 

pour tang a une valeur d'autant plus grande , que cos a 
est plus petit , et qu'on approche davantage du point B^ 

Lorsque a = o7,5o, il vient cos a = sin a, et par 
conséquent tang o?, 5o = i . 

On prouve la même chose par le triangle CANjfig.^y Fig. g* 
qui devient isocèle dans ce cas , puisque l'angle ACN 
étant égal à la moitié d'un droit, il en est nécessairement 
de même de l'angle ANC\ la tangent^ AN est donc 
égale au rayon. 

Quand l'arc AM^ fig. lo, est plus grand que \ jr, le Fig. lo^ 
rayon CM ne rencontre plus la ligne AN au-dessus du 
diamètre, mais au-dessous. La véritable tangente AN 
est égale, ainsi qu'il est fnqile de le voir, à Ain' tangente 
de l'arc A'M\ supplément de AM y mais se trouve 
placée dans un sens opposé. Dans le troisième quart du 
cercle, la tangente, qui a été nulle au point A\ repasse 
au-dessus du diamètre AA! ^ et AN est enbore la tan- 
gente de l'arc AÂ'R/r. Le rayon devenant encore paral- 
lèle à ANy au point B! ^ la tangente est encore infinie à 
ce point, passé lequel elle revient au-dessous du di»- 
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mètre; en effet , VarcjiB'M", parexmnpley aéviclem^ 
méat pour^tangente ^i\r. . 

25. Je Tais examiner maintenant ce qui résulte cle 

lexpression algébrique tang a ^=: — -^ . 

II est yisible que sa Talelir sera positive dans tous les 
cas oii le sinus et le cosinus seront de même signe , ce 
qtii a lieu depuis o jusqu'à |^, et depuis y jusqu'à 1 w j 
elle sera par conséquent négative depuis J «r jusqu^à sr,. 
et depuis |^ jusqu'à a ttj d'où il suit que, poUr les tan- 
gentes comme pour les. sînuset les cosinus, les^chan- 
gomens de signe correspondent aussi aux changemens 
de situation. On trouverait de même 'que les cotan-^ 
gentes sont positives depuis o jusqu'à |^, depuis «• 
jusqu'à far, et négatives depuis {v jusqtfà sr, depuis 
i* jttsqi/à 2îr. 

26. Dans le calcul on rencontre quelquefois des 
arcs négatifs i leur smus et leur cosinus peuvent aussi se 
déterminer par les fbrmnies dû n*^ 11. L^expression de 
mn (a-^b) changeant de signe quand on y change a en i 
et b en a, fait voir que sîn (b — a)==3 — sin (a — è): 
ainsi quand a^b ^ l'arc négatif 6— a a un sinus né- 
gatif, 
ï'ig* 4^* Sjl l'oi^ eoPitruisait la figcure 4^ dans cette kjpotiiëse , 
efi prenant ÀM'st k i-MN^s. a, et portant o& dwnht 
arc au-dessous du poîét M , pour opérer eaRrane U a été 
dit dan« le n^ ; î # Vare ^JV^ se traaveï^Ait aunkessotts 
de ^C au lieHkd^éUfe au^essus : le sinus (^2f chan- 
gerait donc de coté, ainsi que Farc. Quant au cosinus , 
il jemeurerail» du< méiae oûté; et par les fororateff tm 
trouve aussi que oos (&-*<»a) zinicos (à^^b), 

27. La proposition démontrée dans le n^ 1 1 a encore 
de noUhibremescettséquences, (Sont quelques-^unei seront 
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nécessaires dans la suite . c'esl pourquoi je les placerai 
ici. 

i^ En ajottfant enA elles les deux équations 

• r . tx sînacosi + sînfcoosa 
sm (a+ô)= -g- , 

. , , ^ sin a cos b — sin b oos a 
8in(a — 6) = ' ~ , 

on aura 

sin (« + ^) + sm (a — ô) = «^ , 1 

d'oii 

sin a cos & = — sin (a+ A) + — sin (a— ft). 

2**. En retranchant b seconde équation de la pre* 
mière , on aura 

2 sin b cos a 



sin (a+^)*-*ûn(a— *&)= , 

• ■*•■ 

sin i cos a = — sin (a-|- &) sin (a — 6). 

2 2 

Ijonqae a=zbj cette formule et la précédente donnent 

il . 
cos« sina= — sin 2a. 

2 

3*. En ajoutant entre elles les deux équations 

cos a cos b — sin asin b 



cos (a+*) = 



cos (a— é)=: 



R 
cosaco^b + sin a sin À 
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cw(a + A) + cos(a — 3)<if: ^ ^ 

cas a cos 6 = — cos (a + b) -i cos (a — b), 

Ijf^rsque a=&, cette formule donne 

COS a; = — cos aa -J , 

2 • 2 • 

en observant que le cosinus est égal au rayon ^ lorsque 
Turc est nul. 

4^. En retranchant la première équation de la se- 
conde , il Tiendra 

/ L\ X • Lx 2 sin a sîn b 
cos (a — ^)^i-^ cos (a + 6) == , 

d'où 

. ' . R R 

sin a sin ^ = — cos (a — Z?) — — eos (a + è). 

2 2 ^ 

Lorsque a=:b, cette formule donne 

— _:? 
a 2 



sm a* = — : — — cos 2a. 



5**. Si l'on fait a + ^ = <*'> « — &= i', on trouvera , 
en ajoutant ces deux équations , 2a = a' + ^' » et ea 
retranchant la seconde de la première, 2i = a' — i'; 

il suit de là que a = . i = . 

^ a 2 

. Mettant ces valeurs de a et de b , dans les exprès-- 
sions de sin a cos b^slnb cos a, cos a cos 6, sin a sin b y 
obtenues précédemment , on trouvera 
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Tsîn i (a' 4. *') cos i (a'~ 6') = — (sin a'+ sin é') , 
çfis i («'+ b') sin A («'—&') = — (sîn a'— sini'), 

2 
1> 

«08 i (o'+ A') cos i (a'— i') = — (cosa'+ cos ¥) , 

2 

sin i (a'+ i') sic i («'— i') = — (cos b' - cos a'). 

2 

Divisant la seconde des formules précédentes par la 
première ; on aura 

sin i (a' + i') cos i {^a'—V) ~ 

sini(a^— y) cosi(a^ + y)sina^ — siny 
cos i (a — y) • sin i (a'TFj ~ sin a' + sin ^ 

Observant ensuite que — -j =s -^^ — (8) , et que par 

, ^cos-^ R , . , 

conséquent -: — -. = ; -: , on obtiendra 

^ sm A tang ^ 

tang I (g' — y) sin a' — sin V 

tang ^ (a' + 6') "^ smV + sînT' ' 

On conclura de même des deux dernières formules 
rapportées ci-^essus^ que 

tang ^ {a'+ V) tang k (a^— V) _ cos V — cos a' 
' iJ* cos a' + cos V 

6®. En divisant l'expression de sin (a db &) par celle 
de cos (a ih A), on aura 

sin {a ± h) sin a cos b àzsinb cos a 

cos (art i) cosa cos & =p sin a sin £' 

Divisant ensuite le numérateur et le dénominateur de 
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de manière à en déduire les diverses équations analogues 
à celle qu'on Tient de démontrer. 

29. Comme on a souvent occasion de faire usage 
des formules auxquelles je suis parvenu précédem- 
ment ^ je les ai réunies dans le tableau suivant ^ avec 
d^autres qui s'en déduisent par des procédés faciles à 
imaginer. Les numéros qu'on lit après chaque formule 
marquent les articles où elles ont été trouvées ^ ou 
desquels on peut les concl.ure. 
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Tableau des formules trigonométriques les 

plus usitées. 



sina* + cosa*=jR* (lo) 

1. , _,j^ smacosb:ïismbcosa 
wn {a±b) = ^ 

cos a cos b zp sin a sîn b 



cos (a±b) = 



(") 



înacos^= . 4iî[sm (a + &) + sîn (a — b'^ 
os a sin ^= { R[s\n {a -{•' b) — sin (a — b 



sin 

cos 

cos a cos ô =5 "5 iî 

sin a sin & = — 1 jR 



cos (a + 6) + cos (a — b 
cos (a + 6) — cos (a — è^ 



(27) 



2 



sin a + sin & = -^ sin 5 (a + è) cos î (<*"^ ^) 
sin a — sin ô = — cos ^(a + b) sin j (a — b) 
cos a -f- cos 6 = — cos 5 (a+ i^) cos ~{a — b) 



> (=»?) 



cosa 



— cos b =s 



n 
2 



sin i (a 4" ^) sin i (« — b) 



sin2a = 



2 sm a cos a 



R 



(11) sîn^a = iV^2^^— 2i?coso(i3) 

cos a* — sin a* 2 cos a* — iii* , ^ 
cos2a=- ^ = ^ (11) 

sin a* =? ï -ff (^ — cos 2a) (27) 
cosa* = ijR (iî + cos2a) (27) 

sin-o* — sîn^*=cos6* — cosa*=sin(a+^)sîn(a — b) (ii, lo) 
cos a* — sin 6* = cos ^a+b) cos (ûp — b) (11, 10) 

jRsîna,o- ^ jR* iîcosa , 

ta"g'^=— -(8). «>t«=û;ni^=--:T-f9) 



cos a 



séca= 



sin a 



R' 



jR* 

, coséc a = -: — (8) 
cos a sin a ' 



^^ -* oos(a±:A) iï«q:tanga tango ^^'^ 



Tr^onométrU. 6* édition. 
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fiuiiê du Tableau des formuler trigonoméirigues^ 



R'smia + b) 

tasira + taBtt 6= r- 

o ^ cos a coa 6 

, Jî* sîn (a — 6 II 
tang a — tang à = >— 

° ^* cos a cos 6 \ rQ . .\ 

. _i_ »A i?' 8in (g H- ^')i^ ^ ' ^ 
col a + Ct»t O = : ■: — r- 

sm a sui a 

• , /î*8in(a— i) 

cot a — cot = : ^ — r- 

sin a sm b 

^ ^ cos a* cos 6* l /A . ,\ 

._ m sin (g + ^) sîn (a^b)Ç ^^' "^ 



cot a*— cot i* = — 



sm a sin 



in&^ 



sin û5 -f- sin b tang ^ ( g -f- i) 

sin a — sin 6 tangi(a — i) 

sin a + sin 6 tang ^ (a 4-^) sin a _^. tangua 

posa + cos^. ^ Ji^cosa R 
sin a -j- sin i cot ^ (a — 6) sin a cot^a 

cos a — cos b R R^~ cos a M 

Isîn a — "^'A^ tang|(a — 6) 

R 



(^7) 



C9sa,-)-cosi 
siVi'â — sini 



cot ïCa + 6) 



icos a — cos b R. 

cos a + cos ft cot î (g — b) séc g + séc & 

[cos a — cos b tang l (a + A) "^ séc a — sécé 

R tang a *^ /Q N 

V/ii* + tanga* V^«*+tanga* 

^ ii== sin 1^ = cos 0*?:= tang î^= cot ^^ =-séco?= coséc i^ 

= i séc ^^ = coïde f^ (aS, 24 , 18) 
sin a = 5 corde 2a (i4) 
sîn (iî±:A) = + cos6, cos (i»,±:A)=,qi sînij 
sin (2^ ±: A) = rp sîn A , cos (2^ d!: &) = — cos bl , ox 
sin (3* :S=6) t=s — cœ ^, cos (3? rfc ft) =±s dz sîn b\ ^^^ 
sin (4* :jt i) = dt sin 6, cos (4' dtfe) = + cos 6) 

^SSSSSSSSSSSSSBSSSSSmSSSSSSS^^ 
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30é. Je Tais parler maintenant de Vapplioatipa des 
tables trigonbmétriques à la résolution des- triangles > 
pour laquelle il faut se rappeler que^ par le moyen de 
ces tabksi lorsqu^un angle est connu , la yalenr de son 
sinus , celle de son cosinus , celle de sa tangente , et celle 
ide sa cotangente sont connues aussi ^ et quei récipro-' 
quement , quand la yaleur de Tuue de ces lignes est don- 
née > celle de Varc doit être regardée comme donnée* 

Soit CDEjfig. 12, un triangle rectangle en Z); deFig. iti. 
l'un des angles aigus C, on décrit , avec un rayon égal à 
celai des tables, Farc AMj on abaisse PM perpendicu- 
laire sur ACj enfin cms élève la tangente AN^ pour iot- 
mer les deux triangles ^s tables , saroic, CPM qui sera 
celui du sinus et du cosinus^ et CAN cAvl\ de la tan- 
gente et de la sécante. L'un et l'autre seront semblables 
au triangle proposé ; et en les comparant successivement 
avec celui-ci , on en tirera 

CMVPMV. CE\ DE i j Ri slnCy.CE: DE 

CMiCP:: CE: CD j ®^ l R: cosC::ce: cd 

CAtAN::CD:DE ou RltangCi: CD :de 

L'angle E étant complément de l'angle C; on aura 
009 C=:si^ E'y les deux premières propositions peuvent 
se réunir dans une seule , et s'énoncer ainsi : Le rayoh 
est au sinus de Vun des angles, aigus d'un triangle rêc-- 
tangle j comme l'hypoténuse est au côté opposé à cet 
angle. 

La. troisième montre que le rayon est à la tangente 
de l'un des angles aigus d*un triangle rectangle, comme 
le côté de l'angle droit , adjacent à cet angle aigUj est 
au côté opposé. 

Le rayon étant toujours donné , il suffira de connaître 
deux des trois autres termes dé cbacune des proportions 
qte je viens d'énoacepr, pQur trouter celui, qui restcu 

3.. 
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Ainsi / {mrla première on déterminera toujours une de 
ces trois: choses : V hypoténuse j un côté et un angle 
aigUj lorsqu'on en connaîtra deux. 

Je mets simplement un angle aîgu , quoiqnd -la pro- 
portion exige que cet angle soit opposé au côté donné 
ouchei>ché> parce qu'un des angles aigus fait trouver 
l'antre sur-le-champ , et que par conséquent si celui 
qu'on connaît ou qu'on cherche ne remplit pas cette 
condition , on peut emplpjer son complément 

Par la seconde proportion on déterminera toujours 
une de ces trois choses : les deux côtés de V angle droU 
et un angle aigUj lorsqu'on en connaîtra deux. 

Il suit de là ^ i®. que^ connaissant un côté et un angle 
d'un triangle rectangle , on peut calculer les deux autres 
côtés; 2^. que, connaissant deux quelconques des côtés, 
on peut calculer les angles aigus. 

Ces deux cas tie comprennent pas celui où l'on a deux 
côtés quelconques d'un triangle, et où l'on cherche le 
troisième;, mais ce cas se résout immédiatement par 
la propriété connue du triangle rectangle, qui donne 

CD+PÊ=CÊ%t d'oxHl'on tire CjS= Vcd+De". 

Si l'on connaissait l'hypoténuse CE, et l'un des côtés 
de l'angle droite jDi?, par exemple, on aurait 

CD=\^CE^^DEi 

En observant que œ^'--DE={CE+DE)(,CE—DE) 
et en prenant les logarithmes des deux membres de 

l'équation CD = V(.CE + DE) (^CE — DE) , on 
trouverait 

1 CD={ [\{,CE + DE) + l {CE—DE)\ 

Lorsque l'on construit des formules qui doivent servir 
ji des calculs numériques y il faut toujours tâcher de les 
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préparer de nMmîère qu'on puiae y appliquer les lo- 
garithme» eommodémeDt , c'est-à-dire cpi'on ne fioit 
obligé de passer des logarithines aux nombres , et de 
repasser de ceux-ci aux premiers, que le moins qu'il 
est possible. Eu appliquant les logarithmes à la re- 
cherche de CD, au mojen de sa première ex pression , 
on Terra bien cridemment le but de celte remarque. 

Je terminerai cet expose des principes qui scryent 
à résoudre les triangles rectangles, en obserrant que les ^ 
deux cas traités en dernier lieu se résolvent aussi par 
les deux proportions rapportées au commencement de 
cet article; car, i^ si, connaissant CD et DE, on 
Teut trouver CE, on pourra calculer l'un des angles 
aigus , C, par exemple , par la proportion R I Jang C 
Il CD l DE', ayant trouvé] cet angle, on calculera 
l'hypoténuse CE par la proportion /{ : sin C :: CE 
l DE, dans laquelle on connaîtra les trois termes R, 
sin C et DE. 2^. Lorsque l'on connaîtra l'hypoténuse 
CE et l'un des autres dblés, CD, par exemple, on 
calculera l'angle aigu opposé au côté cherché , par la 
proportion R l sin E ou cos C II CE l CD ; puis on 
trouvera le côté DE par la proportion Ri sin C :: CE 
IDE. 

3i. Ce qui vient d'être dit sur les triangles rectangles 
peut se résumer d'une manière commode , en désignant 
leurs angles par A,B, C, A étant l'angle droit, et 
nommant a , 6 et c les côtés qui sont respectivement op- 
posés à chacun de ces angles, ainsi que le montre la 
fig. i3. On aura d'abord, par le premier principe | Fîg. iJ* 

Ri sin C :: a : c, Ri sin B llalh^ 
d'on l'on tirera . 

c sin C h ûxkB 



a 



R ' a~ R ' 
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Chassant a et ces ûevok équations^ ce qui sefidl €iidi«- 
TÎsant chaque membre de la première par aon eorref 
pondant dam la seconde , on trouyera 

e sin C 

a "" sin ^ ' 

et comme sm ^s= cos C. et que — -p, = — ^— i u en 

cos C H 

résultera r =3 — -M— y équation qui représente le second 

principe énoncé dans le numéro précédent. 

Enfin y si l'on quarre chaque membre des deux pte- 
miëres équations ^ et qu'on ajoute ensuite, membre à 
membre, les équations résultantes, en obseryant que 

sii C + sin ^• = sîn O + cos C*=R*(io), 
' on aura 

c* &• 

-;+-^=i, ouft* + c*a=«*. 

Il suit de là que les deux équations 
€ sin C b stn^ 

suffisent conjointement ayec la relation qui existe entre 
les angles B ei C^ pour résoudre tous les cas des trian- 
~ gles rectangles. 

32. Le principe sur lequel est fondée la résolution des 
triangles rectangles , conduit a celle des triangles quel- 
conques. En abaissant de l'angle B du triante ABC^ 
Fig. 14* fig* i4f u^6 perpendiculaire BD ^ sur le côté AC ^ 
on formera deux triangles ABD ^ BDC, rectangles 
en D'y on aura dans le premier, 

fl : sin^ :: ab : bd^ 

■ 

et dans le second , 

/î: sînC :: BC: bd, 
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ce qui donnei*a 
RXBD=:mnAxJB, R><:BD=$\nC><BC, 

d'oà il saît 

sîn^X^^=sin Cx BC, ou sîn AlsmC II BC iJB. 

Lorsque la perpendiculaire tombe en dehors, l'angle C 
n'est pas commun au triangle ABC et au triangle BCD ; 
mais l^ngle BCD et l'angle BCAj valant ensemble 
deux angles droits ; ont le même sinus (22). 

La proportion obtenue ci-dessus peut se oonrertir 
en principe général, et s'énoncer ainsi : Dans un 
triangle quelconque , les sinus des angles sont entre eux 
comme les côtés opposés à ces angles, 

33. La même proportion^; se démontre aussi de la 
manière suivante , qui parait plus analogue à l'idée que 
}'ai donnée de la Trigonométrie , dans les numéros i et 2. 

Ayant inscrit le triangle ABCJlg, i5, dans un c^cle, Fig. i5. 
si l'on décrit du centre O de ce cercle , et avec un rayon 
Oay égala celui des tables, un cercle abc^ puis qi?t)n 
joigne par des droites ab ^ bc tt ac , les points oti les 
rayons AO^ B O, CO, rencontrent le cercle des tables, on 
formera un triangle abc semblable au triante proposé, 
et dont les côtés ab, bc et ac^ se déduiront des tables. 

La similitude des deux triangles ABC et abc devient 
évidente lorsque l'on remarque que les droites aO , bO 
etcO, étant égales comme rayons d'un méaie cercle, 
ainsi que les droites AO, BO, CO, les triangles AOB^ 
BOC et AOC, ont leurs côtés AO elBO, BO^ CO, 
AO et CO , coupés proportionnellement aux points a 
et b, 6 et c, a et c, et que par conséquent les droites 
AB et abf BC et bc, AC et ac, sont respectivement 
parallèles : on a donc 

AB :BC: AC :: ab: bc : ac, 

ou :: iablibc :^ac. 
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Gela posé, les angles du triangle abc y ayant leur 
sommet placé à la circonférence, sont mesurés par la 
moitié de l'arc que soutend le côté qui leur est opposé, 
et chacun de ces arcs a évidemment pour sinus la 
moitié de ce même côté (i4) : donc 

^ a^ = sin c = sin Cf 
lî &c = sin a = sin^ I 
~ ac = sin b = sin Bf 

et par conséquent 

AB : BC : AC :: sîn c : sin ^ : sin^. 

La comparaison des triangles AOB et aOb montre 
de plus que AB \ ab \\ AO l aO, ou que AB \ 2 sin C 
! ! AO laO\ c'est-à-dire quechaque côte du triangle ABC 
est au double du sinus de l'angle qui lui est opposé, 
comme le rayon du cercle circonscrit est à celui des 
tables (*). 

34* En désignant y comme dans le n^ 3i 9 les trois 
angles par A^ P; C, et les côtés respectivement opposés 
Fig: 16. ^ chacun de ces angles, par a,b, c,Jig. 16, on aura, 
d'après ce qui précède , les proportions 

sin^ I sin^ :: a I 3, 
sin ^« sin C :: a : c, 
sin^ : sin C :: 6 : Cf 

desquelles on déduira les équations 

« b sin B C sîn C c sin C 

a sin^' a"~sin-^' b"^ s\uB' 



(*) On pourrait considérer les lignes abf bc et ac , comme les sintis 
mêmes de ces angles A, B, C en prenant pour nnitë le diamètre 
du cercle ahc\ cVst ainsi que M. Carnot les a présentées dans l'ou- 
vrage înlitulé Géométrie de Position, On j trouye, d'après cette 
définition, une démoustration très simple et très élégante de la pro- 
position da n^ 1 1 et de ses conséquences les plus importantes. 
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On résoudra immédiatement, par ces proportions^ 
vn triangle : i^. lorsqu^on y connaîtra deux angles et 
un côté j puisqu'alors tous les angles seront donnés, et 
que le^ côtés cherchés seront nécessairement opposés à 
deux de ces angles; si, par exemple, a est donné, ainsi 
que les angles B et Cj on retranchera la somme de ces 
angles de deux droits, pour aToir l'angle A y et les deux 
premières proportions feront connaître les côtés cher- 
chés b etc : 2®. quand on aura un angle et deux côléa 
dont l'un soit opposé à l'angle donné; si c'est, par 
e^iemple, l'angle A avec les côtés a et & , on calculera 
l'angle B par la première proportion, et connaissant 
alors deux angles, on retombera dans le cas précédent. 

Il y a deux cas qui, n'étant pas renfermés dans ceux 
que je yiens d'examiner, semblent échapper à la mé- 
thode : ce sont ceux dans lesquels on connaît deux 
calés et l'angle compris ^ ou bien les trois côtés; je Tais 
m'en occuper successivement. 

35. Je suppose d abord que l'on connaisse les deux 
côtés a , 6 et l'angle compris C. En mettant les 
équations 



c 



sin C c sin C 



a sin. A* b sinJ9' 
sous la forme 

a s\JiCz=ic smAj 6 sin Cssc sin ^i 
pour les ajouter membre à membre, et ensuite tes 
retrancher Tune de l'autre , on trouve 

(a 4- i) sin C = c (sin ^ + sin i5) , 
{a — b) sin C= c (sin A — sin J^Jf ; , 
divisant le second résultat par le premier, le côté in« 
connu c disparaît , et l'on a 

a — b sin A — sin -5 
a + 6 sin -^ + sin ^ 
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Mais OB a ya que 

n^^+sin^ ~ tang K^+ i?) ^*'^ | 
on en conclura donc 

;7Tî™tangi(^+5)' 
d'oii l'on déduira la proportion 
a+b\a^b :: tangi(^+^: tangî<^-.5), 

qui s'énonce ainsi : Z«a somme des deux côtés d^un 
triangle tst à leur différence j comme la tangente de la 
demi'somme des angles opposés à ces côtés est à la tan^ 
gente de leur demirdiffêrence (*). 

Tout est connu dans cette proportion , à l'exception 
de A — B\ car si l'on retranche de deux quadrans la 
mesure de l'angle connu C, le reste sera celle de 

^4" ^ ) prenant par conséquent la Taleur de ;; 

tang^(-^4-iff), il viendra 

tangi(^-5)= ^ >< tangi (^ + ^). 
Connaissant alors les angles 

A on les ajoute , on aui*a 

\{A + B) + \{A-B) = A, 
et si l'on retranche le second du premier^ il viendra 

{{A+B)-iiA-B) = B; 

{*) On peut aussi arriver à ce résultat par la proportion 
a\b\\ %\nA: t\nB (Sa), 
de laquelle on tira immédiatement 

a-^b la — ^ C • sin ^ 4- sin J9 : sin A — sin B y 
et l'on en conclura , par le u« a8 , 

« + i:fl-Z,::iangi(-^+B): iangi(v<-JÎJ. 
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G^est-À-diie qoe le pku grand angU s*obiimdra €» 
içauùmila wmUUdelatmsmeàlamoidi JUIadifé^ 
r&ace^ et ieplmspêtii, en (Uanl ia tnoiiiê de la d^f^ 
renée de la moUU de la somme. 

Lorsqa'oD aura catculé toiu les angles, oa troatera 
le troisième côté par le principe do n^ 3a, 

36. Od peutanssi Irourer immédiatement le troisième 
o6té, en abaissant une perpendiculaire sur Pnn des câtés 
donnés j de Tsnfjie B, par exemple , sur le cété donné 
AC^Jig. 1 4* On aura , par la propri^ eonnne des trîan- Fig. i4- 

ghs obliqnangles, 2Î§ = ÂC-^ BC^zp ikAC X DC^ 
le signe sapérienr ayant lieu qnand la perpendiculaire 
tombe en dedans du triangle » et le signe inférieur 
dans le cas oà elle tombe en dehors \ de plus, dans 
le triangle rectangle BDC^ on a (3o) DC=iBC 
'Xs\nDBC=iBCXcosC, en faisant /i=i : on conclura 

de là"5^=]ÏC+jBC— a^Cx i? C X cos C , et par con- 
séquent 

AB=\/7c+BC—iiAC.BC.cm C, 
formule qui , suivant la notation établie , rerient à 

c=z v/o* + ft»— TLub cos Cf 

et donnera le côté c par le moyen des deux autres a, b 
et de Pangle C. Un seul signe suffît au terme 2ab cos C, 
parce que quand l'angle C est obtus , son cosinus est 
D^atif (23) et cbangepar conséquent le— en -f-» comme 
l'exige la construction géométrique. 

37. Cette formule ne se prête pas commodément au 
calcul logarithmique; mais comme on a 

cos aC= 1 — asin C* (a7), 



\ 
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on aura aussi 

cosjC= I -- 2 (ain y C)% 

en écriyant ^ C à la place de C 5 et par cette transfor- 
mation on obtiendra • 

c= \/a^ + A' — nab -h ^ab (sin { C)' > 

= V^(a-.A)»+4a^r(ainiC)^ 

Faisant ensuite — -~- v/aï^= tang «t, il en résultera 
c=s (a— >&) V^ I + tang «t* = ^^^ , puisque 



cos dt. 



COStf 

I 



■ ~ r . ^ (20), On trouvera facilement 

K 1 + tang •* ^ ^ 

tang « par la première formule; et lorsqu'on sera par- 
Tenu à l'angle et , on aura par la seconde , c = 



cos ce 



38. L'équation c=V^a* + 6*— 7.ah cos C fait con- 
naître l'angle C, lorsque les trois côtés a^b^Cy sont 
donnes; .car en élevant chacun de ses membres au 
q narré , on en tire 

a' + 6* — c*= aai cos C, 
d'oà 

cos C= ; : 

2ab 

mais celte expression étant peu commode pour le cal- 
cul logarithmique , il faut en chercher une autre. 

Si l'on écrit 2(7^ pour C, et qu'on mette i — 2sin C* 
à la place de cos C{2^), on aura cette expression : 

2 6m C'= I H r = z , 

^ 2ab ^ab 

_ c^ ^ {a^ by _ {c+a'^b) {c^a + b) 
2ctb 2ab * 



' * 
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et par conséquent 

sm c =5 T , 

(o^a — b) {c-^h + b) 
2 a 



maïs il est facile de voir que 

c-f-a — ô c + a-f-ô 



c — a+b C'^^a'^b 



— a: 



2. 2 

si donc on fait c + a + b=sf^ on aura, en prenant la 
racine quarrée et en remettant ^C au lieu de C^ ,. / 



;iniC=l/^ 



3,^ :i/-«Ki/-A) 



formule qui conduit à la règle suivante : 

Pour trouçer un angle d'un triangle j lorsque les trois 
côtés sont connus^ de la demi-somme des trois côtés r«' 
tranchezsuccessi^ement chacun de ceux qui comprennent 
l'angle -cherché; multipliez les deux restes entre 'eux; 
'divisez ce produit pccr celui des côtés qui comprennent 
V angle cherché j et prenez la racine quarrée du quotient^ 
^oue aureà le sinus de la m^oiiié de cet angle, ( Foy. , à 
la fin de l'Ouvrage, la note B.) 

39. La solution de tous les cas des triangles obliquan- 
gles ne dépend, comme on voit, que des trois règles 
énoncées dans les numéros 32, 35, 38, et repose sur 
le principe dont on a tiré la solution des triangles rec- 
tangles dans le numéro 3o : il sera donc facile , ayec un 
peu d'attention, de retenir ces règles; et le calcul des 
exemples que je vais donner suffira pour mettre le lec- 
teur en état de les appliquer. 
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exemples de la résolution des triangUs rsdangUs* 

I*'. Connaissant dans le triangle rectangle BAC y 

Fig. i3.^. i3^ l'hypoténuse a et un côté c y trouver Tangle 

opposée à ce oôté^ et soit l'hypoténuse a ;= i3"^'^",ï78, 

le côté c=a 7'">357. On aura (Si), pour déterminer 

sin Cy la proportion 

* a : c :: J3 : sin C, 

d'oii 

. ^ RXc 

sin 67=3 • 

a 

et prenant les logarithmes, 

l8inC = li2 4"k — Itf. 
EWr plus de simplicité , on fait pi'esque toujours le 
rayon égal à l'unité : son logarithme est alors zéro»; 
ceux des sinus sont des complémens arithmétiques dont 
la théorie est exposée a la fin de mes Èlitne'ns d' Algèbre ^ 
et leur caractéristique est trop forte de lo unités , qu'il 
faut supprimer dans le résultat quand elles s'y trouvent. 
"Voîci l'opération : 

lc= (7,357 = 0^8667008 

corap. arith. lût=== comp. arîth. 1. i3;i78= 8,88oi5o5 

somme ou 1 sin Ces. ..................... 9»74^6d5i3 

qui daiis les tables, répond à 0^,377 = Ç. 

:&5. Connaissait Tangle C = 0^,5837,. l'hypaténnse 
a = 33'",a53 , trouver le côté h^ On aur^ (3i) 
R \ sin JBi ou cos C ;: a : &, 
ou ' 

, «XcosC 

lJ=:la+ 1 cos C-^LR = 1^ + Icos {^; 

or> la == 1 33,253 = i|5ai83o8 

^1 cos (7 = 1 cos o?-,5837 = 9;784i2io 

somme ou 1^= ....... , i^âoSgSiS 



d* 



DE TRlGOKOnÉTatE. ' 4? 

qm répond, cUtni las tablei, à ao",228 =^b^, k muîns 
dhm looo* prit. 

3'. Connai8santlecatéc=5"',39i, l'angle Jfeï30f,35o2, 
trouver le côté b. On aura 

R : tang^ :: clb, • 
tfoi . 

li = l(.' + llaDg£ — Uii 

or, lc = l5,39i= 0,^316693 

ll«ng£^ltang o%35o2^ 9,9876253 

somme ou l(=: ^. . . 0^192943 

qui répond, dans les tables, à 3'',3o6^lt 

Extmple de la rétolutioa des trUtngles ohUqucMghs. 

l". Conaaissant dans le triangle ABCyfig. 16, leFi{;. 16. 
cAté c , les angles ji et B, trouver le c6té b. 

Soit ^=i',28o5, £kîoï,5879, t = 27",348î 
l'anRle Csera al— (^+5) =2'— Iï,8684=0',i3i6, 
etToAuiiia (32) 

■in C : lia B :; e : b, 

sin C 
lé=zlc + l8inS— IsinC; 
or, ic = la7,348=».*ï.:.....^...V,. i43%256 

lsin£=l sin o<,5879 = ., . 9,9018394 

Gonip.aritli.lsinC^3coBi[»,arith>lsiiio*,i3t6ssi>^772i7 

somme ou 1& = 3,0264867 

qni répond, dan» les tabl», it i 

2*. Connaissant dans le trianj 

n, 6 et l'angle compris C, trou 
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Soit û = 28",442, fce=i7«,8o3, 0=0^,8426; on 
commencera d'abord par trouver les autres angles. On 
aura (35) 

a + 6 : a — h \\ tang : tang , 

d'oi 



2 a-X-b ' 



et 



^^%~ -^^ 



1 tang — - = 1 tang -^l^t^ + 1 (a — 6) — 1 (a + i) ; 

2 2 V ' 

or, >^4-^ = 2^—C=2^ — 0^,8426 =*î^,i574, et 

a + ^ = 28,442 + 1 7,8o3 = 46,2*45, 
a — 6 = 28,44^ — 17,803=10,639, 

1 tang -^ = tang 0^,5787 = 0,1084874 

1 {a — i) = l 10,639= /i, ^169008 

comp.arith. l(a-f:&<)=comp.arith. 1 46,245=8,3349352 

somme ou log tang — -r-^ = 9,47o3234 

qui répond à o^ , 1 81^8. 

TS AJ^'A-^B . .-^ 

Dona » ■ » »■ + - — r- — - = j#a=i o^,7Pi5 , 

i ' ■ ... ^ • , 

et é±î: - ^^^ = B = o»,3959. 

.... 

Maintenant pour déterminer le côtéc, on aura la 
proportion 

sin^rainC':: A:c, 



• 



H 
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_ & X gin C 

et Ic==li + l8in C—IsmB'y 

or , 16 = 1 i7,8o3 = i,25o4932 

1 sin C= 1 sîn 0^8426= 9,9865885 

comp.aritIi.1sm^=comp.arith.Isiiio9,3959=o,a346572 

somme ou \c = 1)47^7^^9 

qui répond , dans les tables, à 29"',63o =:c. 

3^. Connaissant , dans le triangle AB C, les trois côtés 
a, b, Cy trouver l'angle A. 

Soit a=29'",o37, i= i8"*,743, c=: i3'",782. 

Suivant le numéro 38 , on ajoutera les trois côtés a^ 
b jCy entre eux, ce qui donnera 61, 562^ et de la moitié 
30,781 on retranchera successivement b ,c\ il viendra 
pour restes x2,o38 et 16,999 * ^° aura ensuite 

1 16,999= 1,2304234 

1 i2,o38 = 1,0805543 

comp. arith. 1 18,743 = 8,7271609 

oomp. arith. 1 13,782 = 8,8606878 

somme 19,8988264 

dont la moitié ou 1 sin | ^ = 9,9494i32 

qui , dans la table , répond à 0^,6987 = ^ ^ : donc 
-^== 1^3974. 

40. Un ouvrage de la nature de celui-ci ne saurait 
comporter le détail des applications dont la Trigono- 
métrie rectiligne est susceptible*, je me bornerai à in- 
diquer la solution de trois questions que l'on peut re- 
garder commeja base de l'art de lever les plans. 

Voici l'énoncé de la première. 

Etant donnée de grandeur et de position^ sur un plan, 
une ligne AB yfig» 17, déterminer, par rapport à cette Fig. 17. 

Trigonométrie. 8^ édition. 4 
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ligne ^ la poêition d'un point G , situé dans le mêtne pldn> 
ou y ce qui revient au même , trouver les distances 
AC et BC. 

Pour la résoudre y il faut mesurer la ligne AB^ qui 
est la base de l'opération , et les angles CAB et CBA 
compris entre cette base et les lignes qui en joignent 
les extrémités avec le point inconnu C; les distances 
cherchées AC et BCj se calculeront alors d'après la 
règle énoncée dans le n® 34^ ^ lorsqu'on les aura 
trouvées , on construira , au moyen d'une échelle de 
parties ^ales^ sur les trois côtés donnés , le triangle 
ABC, qui fera connaître la position respective des 
trois points A , B et C (*). 

On pourra ensuite ^ par la résolution du triangle rec- 
tangle ACPj dans lequel on connaîtra le côté AC et 
l'angle CAP, trouver la longueur de la perpendicu- 
laire CP, abaissée sur AB y ou de la plus courte dis-* 
tance du point C à la ligne AB , et la grandeur du seg- 
ment AP. Ces données serviront aussi à marquer la 
position du point C à Pégard de la ligne AB, On trou- 
verait de même la situation d'un point D, qu'on pour- 

I 

(^) Je n^nsiste point sur Toperation de Ja mesure des angles , 
parce que la Tue des histrumens que Ton y emploie en apprcml 
plus que tout ce qn^on peut dire à cet e'gard, et que pour concevoir 
la possibilité de cette mesure, il suffit d'imaginer que Ton ait place 
sur le point A y le centre d'un secteur de cercle, dont les niyons 
soient diriges suivant les c6tes AB et AC àe l'angle qu'on se pro- 
pose de connaître. Ceux qui voudront se livrer à la pratique de la 
levée des plans, pourront consulter le Traité de Trigonométrie 
de Caj»noli , Tarticle Levée des ptans^ dans le Dictionnaire de Ma- 
thématiques de l'Eucyclopédie méthodique, le Traité d'Arpen- 
tage de M. Lefèvre, et enfin les Traités de Géodésie et de Topo- 
graphie de M. Puissant, dans lesquels se trouvent les méthodes les 
plus exactes et les plus propres aux grandes opérations trigono- 
métriqnes , ainsi qu'aux opérations de détail. 
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ralt aperceyoiï* en même temps de deux quelconques 
des trois points A ^ B ^ C, 

4i. Lorsqu'on a déterminé immédiatement le point 
D par rapport à la ligne AB y en mesurant les angles 
DÂB , DBA f on a tout ce qu'il faut pour connaître 
la distance des points C et D) car ayant résolu le 
triangle ABDj de même que le triangle ABC, et re- 
tranché ensuite l'angle DAB de l'angle CAB , on con- 
naît alors, dans le triangle CAV^ les deux côtés AC 
et ADy et l'angle CAD qu'ils comprennent : l'applica- 
tion des règles du n^ 35 donne les deux autres angles 
DCA^ CD A y et le troisième côté CD^ qui est la dis* 
tance clierchée. L'angle DCA donne la position de la 
droite CD \ et en considérant AC comme sécante , la 
comparaison des angles DCA et CAB fait voir quelle 
est l'inclinaison de CD à l'égard de AB. 

En partant des points C et 2> , et considérant alors 
la droite CD comme une nouTelle base, on pourra dé- 
terminer de nouveaux points ^ que l'on n'aperccTait 
pas des deux premiers , ^ et B\ et continuant ainsi, de 
proche en proche , on filera la position respective de 
tous les points d'un pajs: c'est d'une manière semblable 
qu'a été levée la carie de France , dirigée par Cassini. 

43. La seconde qucfétion dont j'ai à m'o6cupef ti'est 
que la première rendue plus générate, en supposaht 
que le point à déterminer soit situé hoi^s du plan sux* 
lequel se trouve la ligne AB. Soient Cyfig, 18, ce point, yig. i8. 
et ABCle plan qui cx>ntient la ligne AB : la position 
du point C sera connue , si l'on a celle du pied Ù de la 
perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan ABC , 
et la longueur de la perpendiculaire CC qui marque 
de combien le point C est élevé au-dessus de C,qn*oiï 
nomme sa projection. Dans ce cas , les angles CAB et 

4. 



L: 
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C BA ne sont plus ceux qu'on mesure , maïs ou premt 
à leur place les angles CAB et CBA ^ situés dans le 
plan ABCj passant par les lignes AC et BC y menées 
lies points donnés A et B, au point demandé; et pour 
fixer la position de ce plan , on mesure en outre l'anj^le 
DBC c[\JLe fait la ligne BC avec la ligne ^Z>, perpendi- 
culaire au plan ABC ^ et par conséquent parallèle a la 
droite CC (*). On résout le triangle ABC covaxa^ dans 
le n® précédent, puisqu'on y a encore les mêmes don- 
nées; ensuite, dans le triangle BCC, rectangle en 6^, on 
connaît l'hypoténuse BC et l'angle CBC ^ qui est la 
dMéirence entre l'angle droit DBC et l'angle mesuré 
* DBC : on calcule les côtés CCf et BC\ Le premier est 
la hauteur du point C au-dessus du plan ABCf ^ et 
sert, conjointement arec le côté AC^ à déterminer AC 
par le moyen du triangle ACC, rectangle en C Cela 
fait, on a les trois côtés du triangle \ABC, et le point 
C est par conséquent donné. 

43. C'est pour plus de simplicité que j'ai supposé la 
ligne AB dans le plan auquel on rapporte les points à 
déterminer; lorsqu'elle ne s'y trouve pas, il faut ot- 
Fig. 19. server de plus l'angle DBA , fig. 19, qu'elle fait dans 
cecas avec la ligne BD perpendiculaire au plan A'BC ^ 
sur lequel on vent rapporter le point C. Cela fait , on 
calcule d'abord , comme ci- dessus, les côtés AC et BC 
du triangle ABC^ les côtés CC «t BC du triangle 
rectangle BCC ; puis, dans le triangle BAA , rec- 

(^) Lorsqu'^il s'agit fies points p]9C«^ sar la surface de la terre, on 
choisit pour le plan ABC un plan horizontal ; les lignes CC et BD 
sont alors verticales ; leur direction est donnée par celle du JH- 
à-plomb; le plan BCC qui passe par ces lignes est vertical , et se 
trouTe déterminé par le point Cf qu'on aperçoit du point 2?, et 
par la ligne BD, La ligne BC est «ne ligne horizontale comprise 
dans ce plan. 
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taiHgle en ^9 oh Pon connaît jiBy et l'angle AfiA' ^ corn- 
plément de l'angle obserTé DBA, on calcule BA? et AAt* 

Maintenant', si Ton conçoit AC parallèle à A'C ^ 
il en résaltera le triangle ACCT , rectangle en C, danâ 
lequel on connaîtra ACy côté calculé du triangle ABC, 
et ce y di£Rérence entre les lignes C(f etCfC o\i AA*, 
calcalées précédemment ; on pourra par conséquent cal- 
cuier AC ou A'C. Voilà donc le triangle AlBC dé- 
terminé par ses trois côtés, comme l'est le triangle ABC ^ 
dans le n** précédent. 

44- £a prenant arbitrairement ks côtés BC et BA ^ 
et suivant la marcbe que je viens de tracer, on peut 
calculer le triangle A'BC ^ dans la vue de connaître 
l'angle CBA ^ formé par les lignes BC et BA[ qui 
sont, sur leplan A'BCy les projections des rayons vi- 
suels BC et BA menés du point B aux points A et C 
L'angle CBA! compris entre ces projections, est 
l'angle CBA réduit _, du plan incliné dans lequel il 
se trouve, au plan A'BC sur lequel on rapporte les 
objets , et qu'on cboisit communément- borizontal: Je 
donnerai dans la suite (62}^ une seconde manière de ré- 
duire un angle d'un plan à un autre ) mais le plus sou- 
vent , comme les deux plans que l'on considère sont peu 
inclinés entre eux , on fait cette réduction par des mé- 
thodes approximatives beaucoup pliis courtes : on en a 
même dressé des tables. 

Four le présent je me bornerai à faire remarquer que 
si l'on observait aussi au point y^,les angles EAC,EABj 
et que l'on réduisit par leur moyen l'angle CAB à 
l'angle CA'B, puis que l'on calculât AB , en multi- 
pliant AB par le cosinus de l'angle ABA*:om le sinus 
de l'angle DBA y connaissant alor» immédiatement les 
angles CBA' y CAB et la droite ABy la détermination 
du point C rentrerait dans ce qui a été dit au n° 4*^. 
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La réduction au plan horizontal y n'est pas la seule 
qu'on ait à faire aux angles obsferyés : il arrive rarement 
qu'on puisse se placer aux points remarqu«^lçisi qu'on 
choisit pour sommets des angles y et qui sont ordinaire- 
ment des pointes de clochers, des to^rs ; il nait de li 
une nouvelle réduction qu'on appelle réduction des. 
angles au centre de la station* Il faut consulter sur ce 
9ujet| comme fur toutes les attentions minutieuses 
qu'exigent les grandes opérations trigonométriques, l'ou- 
vrage de M. Delambre, intitulé Méthodes analytiques 
pour la détermination cPun arc du méridien j et les 
Traités de M. Puissant , déjà cités. 

45. La troisièpie question que je dois résoudre ici, a 
pour obje^ la détermination d^un point par. l'obsenfa--' 
tion des angles compris entre les droites menées de ce 
pointa trois points dqii^nés; et elle se présente comme 
un de^ moyens les plus commodes pour placer sur un 
pl^n ou sur une carte , un point qui ne s'y trouve pas. 
marqué. 

Lorsqu'on la considère dans le cas le plus général , 
elle se rapporte à la Géométrie, dans l'espace , et j'en, 
ai donné la solution graphique dans le Complément dès. 
j^lémens deGéoméfyie ; mais quand les trois angles sont 
dans un même plan « il y en a toujours un qui est W 
somme ou la différence des deux autres^ en sorte qu'il 
suffit d'observer ceux- ci pour en conclure le premier ; 
et on peut ramener les autres cas h celui-là , en se ser— ^ 
vaut de la réduction des angles au plan horizontal , en- 
seignée dans le n^ 62. 

La soluti|>|:i.grapbique de ce qas.consiste à décrire sur 
Fig. 3o. les lignes ^B et j^C, fig. 20, qui joignent les trois 
. points '^donnés A9 Sj C, deux segmens de cercle ca- 
pables des angles BJ>Ay CDA^ observés au point cher"» 
ché Z>, entre les points AetByAetC, Les circonfé— 
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rences des cercles ^e couperont d'abord au point A > qui 
leur a été rendu commun par la construction^ et en- 
suite au point D, qui sera éyidemment le point de« 
mandé. 

Je n'entrerai pas dans la discussion des différens 
cas que peut présenter le problème y relatiyement aux. 
dÏTerses situations respectives des points donnés A ^ 
B i C ,ét du point cherché D; je me bornerai k faire 
remarquer que la somme des angles observés BVA y 
CD A y indique si l'on est placé dans le triangle ABC ^ 
ou en dehors. Dans le premier cas , elle surpasse deux 
droits; dans le second ^ elle est moindre; et si elle était 
précisément égale à deux droits , on serait placé sur la 
ligne BC. Gela est trop facile à prouver pour que je 
m'y arrête. 

Voici une des manières d'appliquer à ce problème le 
calcul trigonométrique. Les données sont les parties du 
triangle BAC y et les angles observés BDA et CD A : je 
ferai en conséquence 

AB=ay AC=b, B1)A=a, CDA=fi^ BAC=y, 
et je prendrai pour inconnues 

ABD=:Xy ACD = y, 

parce que ces angles étant trouvés , on en connaîtra 
deux, avec un côté, dans chacun des triangles BAD et 
DAC dont on pourra alors calculer toutes les parties 
(34). Cela posé 9 les triangles BAD et 2>u^C donneront 

sin BDA : sin ABD :: AB : ADj 
sin. CD A : sin A CD II AC : AD^ 

ou sin « : sin X II a l ADz:^ -% , 

sin« 

'^ siniS 



\ 
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I 

on conclura de là l'équation 

a sîn X b siny 

sin « sin jS ' 
qui revient à 

^zsin^sinjf — b sin<esin j^ = o. 
Mais, dans le quadrilatère ABDC y on a 
jiCD =4angl. droits ^BDA-r-CDA-r^ BAC^ABB^ 
d'où ^ = 4 angl- droits — * — /2— y— * ; 
faisant pour abréger 

4 angl. droits — • — /S^ — y==^, 
il viendra j^ = ^ — jr, et par conséquent 
a sin ^ sin a? — 6 sin et (sin J^cos * — cos ^sîn jp) = o ; 
divisant tout par sin x , on obtiendra 

a sin iS — b sin m ( sin ^ -: — — cos J J =;: o , 

d'où l'on conclura 

cos X a sin /3 + 6 sîn « cos^ 

. = COt X = :5— : : — r . 

sinoT psintfsind' 

Si l'on partage cette expression en deux parties, on aura 

<zsinjS , cosJ^ 
cot X = — -; :— -f- ^, — . 

Dsin«sin<i sm a 

,3 ^ cos ^/ a sîn ^ , \ 

ou bien cot ;«? = -; — A 7— r s + i J, 

sin^\6sinacos /" / 

ou enfin 

. »/ asin^ . \ 

COt X := COt # ( ï— r ^^ + I ) • 

\o sin A COS o" J 

YoiU la question résolue y puisque avec l'angle x , oa 
a l'angle y. 

Note sur le Nivellement. 

Il esc utilt de remarquer comment , par le moyen 4u triangle 



N. 
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rectangle BAA^fig, 19, on a dëterminé, dans len* tfl, laiian- Fig. 19^ 
tear Aj^ cla point A au-dessus du point A! qui lui correspond 
dans le plan A'BO\ parce que .si ce dernier est horizontal , la 
ligne AA' est alors la différence de niveau entre le point A 
et le même plan, et par cons<^quent aussi entre le point ^-et le 
point B. 

L'opération qui fait connaître cette diffe'rcnce est nommée 
nivellement ; elle s'exéentè de plusieurs manières, suivant la na- 
ture des instrumens qu'on y emploie et IVtendue des espaces que 
l'on considère ; mais son but est toujours de ^efermi/ier <2e com- 
bien un point est plus élevé ou plus bas qu*un autre , dans le 
sens vertical^ ou perpendiculairement a la surface terrestre. 
Il existe des traites spéciaux de nivellement , auxquels je renverrai 
le lecteur; mais je dois dire ici que depuis qu'ion possède, dans le 
cercle répétiteur j un instrument portatif propre h mesurer les 
angles avec la plus grande exactitude , on peut, comme je Pai in* 
diquë no ê^'i , trouver immédiatement la différence de niveau de 
deux points, par la mesure de Tangleque fait, avec la verticale pas- 
sant par l'un de ces points, la droite qui les joint. 

J'ai supposé dans le texte les deux droites BD et AA' paral- 
lèles entre ,eUenf; mais cette circonstance n'a lieu pour les verti- 
cales que dans un espace assez petit, h cause delà convexité de la 
surface terrestre. En la supposant spbérique, ce qui est à très 
peu près exact, les verticales concourent au centre C , fig. ai» Fig. ai. 
comme le marquent les lignes ACet BC j la ligne BA^, perpen- 
diculaire h BD f sera seulement tangente au point B de la surface 
terrestre , et la différence de niveau , suivant la définition donnée 
ci-dessus , sera Aa. et non pas A A' ; c'est-à-dire la différence entre 
les côtés BC et AC du triangle ABC, dans lequel ou connaît 
le côté AB mesuré, le côté BC égal au rayon moyen de la terre 
et de 6. 366 198 mètres, enfin l'angle B compris entre ces côtés, et 
supplément de l'angle observé DBA. Gela posé, si l'on prend 

BCxsxa, ACr=bj AB^c, 

on obtiendra (36) 

b = V/a* -h c« — 2ac cos B ; 
et comme c est toujours fort petit à l'égard de a, je donne à cette 
expression la forme 

Faisant ensuite, pour abréger, C08 5=im, puis développant, 
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par la formule du biaome , il Tiendra 

, f , acmlj C cm , c*m* , 1 

et la ligne cherchée j4a e'tant ëgale kb^-^a , je sopposerai &33a + ^;. 
d'oiii il rctniterai après la rédaction, 

Jt^ C/7Ï -T- j f, etc. 

a 

La quantité m et ses puissances sç calculeront facilement par les. 

g» 
logarithmes , en prenant — = ces B', parce qu^alors 

-î — cos Jî ;?: cos iï^— cos 5= a i^in^ (J5+ ^0 sîn | (À— 50- 
sa 

Quand Tangle B est droit , la ligne BA se confond avec S^ j . 

et si Ton considère alors le point <t', intersection de BA' et du 

rayon AC, on a c = Bei% et J" devient ««', c'est-à-^ire la distance 

entre le point et' pris sur la tangente et le point « qui lui cor^ 

respond sur la sarface terrestre, ou la différence entre ie ni- 

c 
veau apparent et le niveau réel» Dans ce cas m sa — ; ainsi 

c* c^ 
%a oa' 

ce qui fait connaître 1^ qnantité dont la surface terrestre s*abaiflse~ 
au-dessous de sa tangente , à une distance e du point de contact. 

Le plus souvent on rapporte d^abord le point A en A^^ sur la 
tangente BA^, pQUy ^ cause de la petitcise de Tangle C, on re» 
garde lea droites A A* et Aéf comme se confondant, et on prend 
pour Aalsk somme des droites A A! et lul. 

On peut se pas9(r de mesurer la distance AB , pourvu qu'on 
observe Tanglc EAB en même temps que l'angle DBA, On cog- 
nait alors, dans le triangle ^JBC, les deux angles Bel A, sup- 
plémens des angles observés , et Ton a (35) 

b-^a _ Vin%\(A'^B) 
b^a tangJ(^H-i?)' 

tans - (A"— B) 
Faisant , pour abréger, ■', ^ , J. = ^> et ft n^. fl H- /, on 
' ^ ^ ; tangi(-^-#-jB) 

trouve 

/ ^ aam 



■j-^ = iii, ou ^;;ï 



•""•V* 
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donc /r=:a«m < i + m + m* + etc. f , 

scrîe très cooYcigoite quand les angles A ^l B approcbent d^étra 
droits. Le pcemier terme aam safl&a le pins sooTent. 

Quand on opère arec exactitade, il faut corriger les angles 
EAB et DBA de la réfraction que les rayons de Inmière éprou- 
vent en traversani Pair, de ^ iosqn''en J9; mais j^ai principale- 
ment apporte les denz questions précédentes pour servir d'exemple 
de PappUcatioB des séries à la résolution a^rochée de certains cas 
«les trianglçi. 
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CHAPITRE IL 

De la Trigonométrie sphérique* 

46^ Les triangles sphériques que Ton calcule ordi^ 
nairement, sont ceux que forment , sur la surface de^ 
la sphère y trois grands cercles qui se coupent deux à. 
deux. Un tel triangle détermine toujours un angle 
trièdre \ et réciproquement, d'un pareil angle qn déduit 
Fig, aa, aussi un triangle spliérique. En effet, soit ABC,fi^, 22,. 
un triangle sphérique quelconque , et que l'on ait mené 
de chacun de ses angles^ au centre de la sphère doot il 
fait partie, les rayons AS ^ BS, CS'j les plans ABS, 
A es y BCS, seront ceux des grands cercles sur les- 
quels sont pris les arcs AB,ACy BC, côtés du triangle 
proposé , et ces arcs mesurent les angles rectilignes com- 
pris sur chacune des faces de l'angle trièdre SABC , 
entre ses arêtes SA et SB , SA et *SC, SB et SC. L'in- 
clinaison de deux plans se mesure, comme on sait, par 
Fangle rectiligne que forment deux droites menées dans 
chacun de ces plans, par un même point de leur com- 
mune section, perpendiculairement à cette ligne : il suit 
de là que si , par le point A y on tire les droites AI et AKy 
perpendiculaires l'une et l'autre à ASy mais la première 
dans le plan ACS et la seconde dans le plan ABS, 
l'angle rectiligne IAK mesurera l'inclinaison de ces deux 
plans. 11 est d'ailleurs aisé de voir que la ligne AI sera 
tangente à l'arc AOyCt que AK sera tangente à l'arc 
AB ] et comme on prend pour l'angle que forment deux 
lignes courbes, celui que comprennent les tangentes me-^ 
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nées au point où elles se rencontrent , l'angle lAK sera 
clone aussi la mesure de l'angle fait par leâ arcs AC et 
AB, Il en serait de même de chacun des deux autres 
angles du triangle ; les inclinaisons des faces de l'angle 
trièdre SABC ont donc la même mesure que l'angle 
correspondant du ti*iangle spbérique ABC, Le triangle 
sphérique et l'angle trièdre sont composés par consé- 
quent de six parties qui se correspondent, savoir : les 
trois côtés du triangle qui répondent aux angles des 
arêtes de l'angle trièdre , et les trois angles du triangle 
qui répondent aux inclinaisons réciproques des faces 
de l'angle trièdre. 

Enler, qui s'est occupé à plusieurs reprises de la Tri- 
gonométrie sphérique , pour la présenter sous des points 
deTue nouveaux, a donné, en 1779^ un Mémoire que 
Ton peut regarder comme un traité complet de cette 
hranehe de Mathématiques. Sa forme, entièrement ana- 
lytique, m'a engagé à le présenter à mes lecteurs, en y 
faisant les changemens nécessaires pour ne l'appuyer 
que sur un seul principe, et simplifier quelques ré- 
sultais (*). " 

47. Tout ce que J'ai à dire sur les triangles sphéri- 
ques repose uniquement sur. la construction suivante , 
qu'il est paf conséquent ifnportant de hien saisir. 

De l'angle C du triangle ABC, on abaisse une per- 
pendiculaire CI) sur le plan ASB du côté BA opposé à 
cet angle-, du point D on mène les lignes DE , DF, rés- 

pect-ivemebt perpendiculaires sur SA et SB ; on tire 

< 

(*) yicta Academiœ Scientiarum Petropolitanœ, anno i^Tt), 
parsprior; voyez aussi le Déueloppement de la partie éiémen- 
taire des Mathématiques , par Bertrand. Genève, 1778. fT.ir, 
page 576) et le Traite' que M. J. L. Hestermann a publié à Vienne 
en 1830,6011s le litre de Trigonomètriœ sphericœ leges et for» 
mulœ melhodo merè analytica dentnnstratœ. 
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les lignes CE et CF, qui seront de même perpendicti- 
Uires aul lignes SA et SB {G^omêt. 20i). Il suit de 
là que les angles CED et CFD mesurent les incli- 
naisons des plans ACS et BCS^ sur le plan ABS^ ou , ce 
qui est la inémechose^ donnent la valeur des angles ^ et 
B du triangle sphérique ABC, Je déîiîgnerai doréna- 
vant les angleà de ces triangles par la lettre placée à 
leur sommet, et les côtés qui leur sont opposés , par une 
lettre semblable y malâ prise dans le petit alpbabet ; ici y 
comïne dans le numéro 3t, lé côté BC opposé h l'angle 
A y sera nommé a , et ainsi des autres. Le rayon -^C de 
la spbëre étant supposé égal à l'unité comme celui des 
tables , on aura alors 

CFj =t sîn CA = sîh b, SE = cos CA = cos ô, 
CFt:^ sin CB =3 sln a, SF= cos CB == cos a. 

Dans le triangle rectiligne CDE , rectangle en 2>> et 
dont l'angle CED ^=A:f on trouvera 

CD— CE sin CED = sin b%mA, 
DE =i CE cos CED = sin 6 cos ^- 

Par le triangle rectiligne CDF pareillement rectangle 
en Z^ , et dont l'angle CFD"::^ B, on obtiendra 

ÙD = CF s\n CFD = sîn a sin B, 
DF = CFcos C&D = sîn acosB. 

Les deux expressions de la ligne CD, étant égalées 
entre elles, donnent d'abord 

sin b 6m A =:z sîn a $\iï B (A) ^ . 

résultat qui est, par rapport aux triangles spbériques, 
l'analogue de celui du numéro Sa. 

Jl est évident qu'on doit avoir de même les deux 
équations suivantes : 

sîn c sin ^ = sin a sîn C, 

sin c sin B^rz sin b sin C 
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Maintenant y par le point E^ je mène EG perpendt- 
cnlaire sur SB, et par le point Dy je tire 1>^ parallèle 
à SB ; je forme de cette manière un triangle rectangle 
HDE, dans lequel HED =:: ASB ^ puisque les angles 
SED et SGE étant droite par construction, HEB et 
ASBosïk ESGy sont complémens du même angle GES, 
De la^résolution du triangle HDE, on déduira par con- 
séquent 

HD ^=z DE sin DEH^=i DE sm c -zzzc^ A s\TL b%\n c\ 

mais SFz=cosa = SG'^GFx=:iSG+HD, et SG 
= SE cos ESG = cos b cos c : on aura donc 

cos a = cos b cos ù -f- cos ^ sin b sin c, 

équation qui exprime une relation entre le ciité a, les 
deux autres côtes b y c et l'angle qu'ils comprennent. 
II est évident qu'en considérant en particulier chacun 
de ces derniers, on trouvera de même deux équations 
semblables à la précédente; et l'on formera de cette 
manière, entre les six parties du triangle ABC, les trois 
équations 

cos a = cos b cos c + cos A sin b sin cl 

cos b = cos a cos c -f* cos B sin a sin c > . . . (fi). (^) 

cos c = cos a cos 6 + cos C sin a sin 6) 

48. Ces trois équations renferment implicitement les 
équations (A). Pour s'en convaincre, il sii£5t de prendre 



•M 



(*) Ces équations sODt par rapport aulL triangles iplieriques, ae 
que sont par' rapport aux triangles rectilignes les équations dont 
fait partie celle du n** 36, qui expriment la relation d^qn c6tc aTCC 
les deux autres et Panglc qu^ils comprennent, ëquationg qui sont 
reprises et simplifiées dans le n» tOO. On trouvera dans la note C, 
à la fin du livre , une autre manière d'obtenir cette refation. 
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les valeurs qu'elles donnent pour cos A^ oos B^ cos C ^ 
et de les substituer dans les équations 

sîn ^'^ = I — cos A^y 
sm B"" = 1 — cos n% 
siu (7^ = I — cos C*. 

On trouve , par la première de celles-ci , 

.. cos a* — 2 cos « cos b cos c + cos ô* cos c* 

sin-/f*=i ^ . , , . — i 

sinô sine* 

sin6*sinc' — cos a* + 2 cosacosicosc — cosfr*cosc* 

sin b^ sin c* 
( I — cos&*)( I — cosc*) — cos6*cosc* — costt*+2co'saco8Ôcosc 

siu b^ sine* 

I — cos a* — cos b^ — cos c* + 2 cos a cos b cos c ^ 

sin Z»* sin c* 

multipliant les deux termes de cette fraction par sin o^, 
et prenant ensuite la racine quarrée^ on obtiendra 

I . ^ . l/i — cos a* — cosô'' — cose'-|-2COsacos6cose 

sm -rf=smaX : : — r-r-^ . 

sm asm o sine 

Si, pour abréger, on représente par M la quantité qui 
multiplie sin a dans le second membre de cette équation , 
on aura sin A =^ M sin a : 

on trouvera de même 

sin ^ r= ifeT sin ^, sin C = yl/ sine; 

et par l'élimination de M, on retombera sur les équa- 
tions (A) . Il est à propos de remarquer que les trois côtés 
a, b , e, entrent tous de la même manière dans l'expres- 
sion de M, car c'est pour cela qu'elle est commune aux 
valeurs des sinus de cliacun des angles (^) 



/3 



i*) En désignant par iVle numérateur de la quantité M, par y, 
itty trois arêtes contiguës d^un tétraèdre quelconque, et par a. 
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\m éqintièiis (B) saffiroat donc pour résoudre qb 
triante sjpUriqiiaipiflloaiiquey lorsqu'on oonniitra trou 
do ses parties, en ôbserrant que le sinus çt le oosinusne 
doWent être regardés que comme une seule ineonuAi^y 
puisqu'on^pçut toujours es^primer Pau par Vautre; mais 
pour appliquer plus facilement ces équations aux diiFé- 
rens cas qi|i peuvent se présenter, on leur fait subir 
quelques transformations que je vais exposer. 

4^; On peut j changer les apgles dans les cÔtés qui 
leur sont opposés , et réciproquement, en observant de 
donner le signe -^ aux cosinus. Pour le prouver, il faut 
élmiiner cos a des deux dernières , au moyen de la pré- 
mière; on troayera 

Gos6=::cos b cosc^-f^cos ^lu h sincoosc-f-cosS siua sine , 
cos fe=oos 5^ cos e-|~cos A sin b sin c cos b +C05 C sin a]sin & • 

En substituant dans ces résultats i — sin c^ à cosc*^ 
t ^- sin b* à cos 6% ils se réduisent; le premier devient 
divisible par siu c, le second par sin b, et ils peuvent 
ensuite s^écrire ainsi : 

cos^sin a =0Qs6sînc — cos^sin 6 cosc ] . 

cosCsin a r^sini cosc*-~co8^cos6sinc j * " ^ 

Si l'on multiplie la deuxième de ces équations par 
cos A y qu'on l'ajoute à la première, et que l'on substi- 
tue t — ^ sin ^ au lieu dé cos A*, on obtiendra 

sin a (cos B -f* cos A cos C)= sin A* cos b sin c; 

I ■ * 

^ I ■■ —^i— — — H I I I II I r 1^—— — a,,^ 

b, c, les trois angles* qu'elle^ formeDt, il rësolte d'nn 'Mâùoire 
avaler, qne le Y6t|ime de ce tétraèdre eét' égal à j «^x| JY, et 
que çiVrcTicnt^ -c , • •• , i 

V^sin7(a4-^+c)8in|(a-f-6 — c) sin !(«•+• e— A) èio f'(**^* -*- a) , 
Dans le tétcaidre S ABC, «Ba^ = ^=si • «on Yolame est donc 
^al à jiV. Croyez les JYoui Commeniarii Acad, Petropolitanœ^ 
T. IV| pag. i6o, et le 6* cahier da Journal de l'JÈcole Poly^ 
technique, pag. aya.) 

7V;^noj»^^r^. 8* édition. 5 
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MMisfl-Mitctes é^attiiiMi(A}>qii6niii»d6{K jéma|i« ainf C; 
ibUftbt'lA fliilî9tittiti||My de œtle' ^ulBaMiàaàiêii» èeoeiid 
iiieifibFe< île VécfBàlioii éhAtasasfy éUe dfttéiidfiidiTirf 
iiMeparsiai»; etFonaimi' ' ' ^ ;;.: . 

' '.. côs 5 4- <50s ^ coà Cî ièdorf 8 sîèi jfHhCj " • I 

oa« ce qm est la même chose , 

COS -5 = — cos^ C09 C + cas i sïu' JisinC. . 

En comp^gri^t ^çe réaultat^ ay^c Iqs- équations )(^),4* on 
ToU aHU se, ^éàuiraît immédiatement de Ik secoilâçi 
en cban^çinjt les. grandes lettifes en.pétitf^s,, et. r^ciprof- 
q^uem^ti. et en a^ectant.tous les cosiniiis^ilu sîgi^e -— » 
En e£Pet , en opérant ainsi y il vient 

— ca8-5 = cosy/cos C— oosftsin^sin C, 

e<;|uatioa ^ rendre d^ns . la précédente k^psqu'on e^ 
change tous les signes. 

La relation qû^à Sangle B àjec les deux angles Jt, Ci 
et lé côté b qu'ils interceptent, existe nécessairement 
dân& chacune des combinaisons sémblahlés' d'angles et 
de côtés : on a donc en même temps les trois équations 

cé^.jfi ^^-"^ co&£ cos C + cbs a sin B sin Cl 

COS 5 = — * cos u^ cos C -f- cos b sin ^sin C / . . . . (B'), 

d6KÇ=:'^c68^cos^ + coscsin/^siti^ J 

5ô. n faut rémarquer qu'en prenait les cosrînuç né-* 

gatiyementy on passe des ai:cs a, by c, et des angles A,By C 

à leiirs sùgglêméns, puisque — cos^ i=: cos ('a^-^i^, 

^ f(^9ta =cp^ ô^^ -ira), et ain^sid^ç; autres (aS). $i l'oij 

^btist^ç: 9^ -mieuigs dMa. 1^^ é^j^i^ns qi-xd^sçiMy.eii 

faisant y pour abréger , a^ — ^ = A'^ 2^ -^i^aiaicf^ jet04> 

^Iës>pi(eiii|earia finrine > . ' "'" » • . * 

•i> JC08 ->tf'ac3 cos i?' oos C -1^008 âf sin ff »èl 6 

! , CQS £^ ±=ï cp^ -^ coS C + côs i* sin ^' sin C •}► , 

cos c* = cos A^ oos ^' + cosc' sin-^^ sin B^ 
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dbatks éôtés Mqt^,r/r^ G^ eli 1m imgl^ /<; â\ç; Q^ 
Un tel tariàiigle A dtofii 9eâ angles Ji^^fW!^ pa^ les supf^^ 
mens dea oâ&és dii triaiid^ ABC^ et ses cdtés miesureitt 
les fttppléÏDeiis des aa^^ du mém^ triangle; il est d^j 
g&é/ dan» les U?rcs de Trigonométriei sons le i^oiii .4p 
triangle suppUmèntàiré; et l'on, ftowie que ]içs sçmiqçjt^ 
de ses angles sont le^ JfHh^ des ci&tés 4u p^peufjier^ et vice 
versai^). 

5i. Les éqa4tH3ll^obtetittes dails le n^4d> sous la dé- 
signation (G) y l[ui renferment anq parties du frîahgTé 
Sp}iéi:iqtt^.^^(7jrpeu;v€^ sietr^ni^former eu d'autres qui 
Qi'eu. «crntieimoiltpliM que qu^ti:>e.. J\ fout potur cela sub- 

stitliiép^ i^ii'lîèu dé ^2n'^, dans là'pfémiëre , 



* »' it.^»éi-j 



.J, ' .: ^ ' fi(iu^ 

et dans la seconde. : — rr— l^n) : et ètotoine ^^-£ at± 

cot/7,on tro^Yjçr^,^!^» 

cot C == ^^^ fe cos c — 008 ^ Ç9%6 si ni?r ' * ^ ^ 

sin ^ fin c ' . "" / " =^ ^* •''> 






C^) M. J. Binet m'a fait leamti^er Kf^^x^^mxftW^B^iqpu^ 
tioDs (£) et {R) parfaitement seyajilables', en sn&tituant à la fois 
dans les unes et dans les antres, 'atfiiàiiï^ëifArtriita^sphmc^ney 
leurs sopplëmens; car les éqnations (jB)dmiewW^ - ... ^ .. 
cos a =: cos b cos o — cos uf ' tin 6 sin c, 

^ Ipiç ^«jîUitwui (jBO . ....... 

. .CMuf#<9.cû6^.€»$.C.--r«(4^a.mii^^ii><7> / ,., 

a • • • 1 ' 

' ' » ^ tj .. J .. .Ml"»,- 

■ « 



't!^*y Làdoiisld^^atroiii àe ce tHfa^e abnM hli Kmitti dé 
des angles des triangles spbériqnes , €fA n'èk pa* constante eoDitnfe 

5,. 



/ ^ 



*v 
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Il est facile de fermer, à IMaspeetion de <C8S Taleors^ 
tontes celles 'qui leolr sont analogues , en y permutant 
les lettres dSind manière convenable; mais il importe 
surtout de remarquer que puisqu'elles sont déduites des 
équations (B), on y pourra changer de la même manière 
que dans celles-ci; les cdtés en angles , et réciproque- 
ment en affectant les^ cosinus et les cotangentes du signe 
contraire à celui qu'ils ont , et il Tiendra 
cos BêmC + cos asin B cos C' 



oot& = 



cotc = 



sin a sin B 
sin B cos C 4- cos a cos ^sin C\ 



ÇD'). 



sin a sin C 

Si». IjCs cinq systèmes d'équations (k), (B), (B% ÇD), 
(Jf), donnent immédiatement la résolution de tous les 
cas que peut offrir un triangle sphérique quelconque. Le 
premier exprime la relation qui ezbte entre les angles 
et les côtés opposés. 

53. On tire «du second les formules suivantes : 

008 a z=. cos b cos c -f- cos A sin h sin c 

oos b = cos a cos c -|~ cos B sin u sin c 

cos « = cos a cos b -f- cos C sin a sin b 

oosa— cos^cosc 
cos^ss— 



COS'^ SS3 
COS C=^ 



sinÂ sin c 
oos 5'-^côsâco8C' 

sin a sine 
008 «—cos a cos 6 

sin a sin & 



oello dei «ngles des triangles recfiilîgnes. En effet, la somme 'des 
angles d'un triangle sphériqae quelconque et des côtés de son triangle 
snpplëmentaire, formant 6 angles droits, si l'on en retranche la 
somme des côtés de celui-ci qui est toujours moindre que 4 droiti 
{Gépm* , 989}, il restera plus de.a 'droiti^ et moins de 6 pour ccllea 
des angles du premier triangle. 



/ 
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doat lèNMio^eniières font ooniiidtre hq^ o6té par le 
moyen de deux autres et de Vangle qu'ils comprennent » 
et dont les trois dernières donnent les angles par le 
moyen des côtés. 

54 Le troisiëme système produit,, de même que le 
précédent , six ^nrmulès, ^ sont :. 

00s ^= — oos ^ 008 C + sin B sîn Ccof a^ 
oosi9=— ^oos^tf cos C-f* AÎn^ sin Coosi' 
00s C= — cos^ cos B'^ûskA sin B oos c\ 

oo&A + cos B cos C 



cosa = 



cos b 



cos czn 



sin ^sin C 

cos ^ + cos A 008 C\ 

sin A sin C 

eos C+ cos A oos ^9^ 
sin A sin B 



Les trois premières feront trouTcr un angle ,. lorsque 
l'on connaîtra les deux autres et le oAté qu'ils com- 
prenfient; les trois dernières donneront chacun des 
côtés lorsque tous les angles seront connus* 

55. Le quatrième système, en y faisant toutes ka 
permutations possibles , donne les six formules. 

cos a sin b — - cos C sin a cos b 



cotA=s 



cotB= 



coXArs, 



çot C= . „ . 



sm C sm â 

sin a cos &— cos C cos a sin b 
sin C sin 6 ' 

cos a sin c — cos B sin a cos c 
sin B sina *' 

sin a oos c -^cos B-èoèa sin c 




J 
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coti>= 



cotC= 




âin 6 cos c — cos A cos ft gin c 
sin ^ sin c ' 



par le moyen desquelles ott détevminera dtaxdes animes 
d'un triangle spbérique» ïorsqvVm OQttnaitra le troi- 
sième angle ^t lascôt^ qui le comprennent. 

• • • 
56. Le cinqiiiëme sysfëme enfin oebdnit ainL*ù for« 

mules 'saÎTanteis : 

cos ^ sin i? + cos c sin A cos B 
cota= 



cot& = 



cota = 



sin c sin A 

sin ^ cos iS + cos c cos A sin B 
sin c sin :^ 

cos A sin C + oos h AtlA cos C 
sin 6 ^n A 



sia ^ cps C + cos t ces -^ sm C . 

COt c ==— . f .. .i ^ y ., \ . - n . > i\ Éi. v 

. . sm ^ sm 6 
'\ oosj&sin C + cosa sin'^ o6s. C 

COt Ô= : : . g ; , 

Sin asinn 

sin a sm C . . , , 

qui serviront à déterminer deu^ des côtés d'un triangle» 
lorsqu'on connaîtra le troisième et les deux angles entre 
lesquels il est compris. 

57. Les formules conclues des systèmes '{B) , (B^) » 
(1>) et (!>'), (53 — 56), méritent la plus grande at- 
tention , tant' par leur élégance ^ue par la propriété 
qu'elles ont de faire connaître si l'arc ou l'angle qu'elles 
expriment est moindre ou plus grand qu'un quadrant 
ou qu'un angle droit)' Jlroppriété que n^auraîent point 



hs expressions iles «inns des mè^^Ms «res. En effet, 
le sinus d'un arc étan% le même fne^ni ia supplé* 
ment de cet arc^ tant par sa yaleur qaiB par son signe, 
tentes les fbis. que \*on ne connaît .que le sinus d*t(n 
arc, il h'est pas possible >de saToi^ si cet arc doit être 
pins p^t ou plas grand qu'un quadrant ; mais kvir 
qu'on a le cosinus, ou la tangente, ou la colangente, et 
iju'on sait d'ailleurs que cet aro ne peut être é^aji ^ 
la demi-circonférence, ce qui est le cas des côtés des 
tv}an|^ spbériqaes et des ares -qiii neM^pront ilei*s 
angles, on voit pav le signe dn résultat, si Taire chèiv 
ché surpasse ou non i^; le cosinus^ la tangente et la 
cotangente ont le signa—- dans le premier cas, et le 
signe -f- dans le second. Si donc on a soin de donner 
aux quantités connues qui entrent dans les formules 
rapportées ci-dessus, les signes qui doivent les affecter, 
d'après la valeur des arcs auxquels elles appartiennent, 
le signe du résultat fera connaître V espèce du côté ou de 
Fangle clierclié , (fest-à-dire sMl est plus petit ou|>tts 
gi*and qu'un quadrant, sHl est atgû ou obtus* 

5& Ces .mièiiies fermâtes se aimplifient beaucoup 
^ersqœ le ttiangle proposé eflftreolaQgle> o'est^-rdire 
-ionqu'nn de ses angles. est droit. £n eflfet^ ai Ton aiip^ 
pose «que CcB i?, dn aura 

sin C=s I , cos Css o , * 

et il ¥tekidra . . " 

tescc^-eos a-oèa^<â3)» . 

COS:^COS:d ^ . .'orti/\ * 

-eûacç=i-T — r'-rr-TTs tricot A iioiyBloQj ^r 

sin .if sin p ^ Ty ' 

cos j4 = sin B cos a l ^- 

sin a «a ai]» esm A y sTn 6 = sin c sin B (47) > 
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^ , OOSfl \ ' / . I, 

cot 6 = -: : — ^ I [ tang 6 = 8in a tane B 

coéA I' I . , 

cot a = . ' i . — 'A I tang a = smo tane A 

H56), dW 

cot c = — , — - — I 1 tang o=icosA tang c 

I f ' 

. oosaoosfil f ^ »x ^ 

oote = — : I I tanga=cosiD tangc 

8in CL j V . . 

et en ne prenant, parmi ces formules , qne celles qui 
diffèrent essentiellement , on aura les six que yoici: 

ces c = ces a cos ô, 
cos c = cot A cot B y 
sin a = sin c sin ^9 
^ tang €1= sin 6 tang A^ 
tang as= cos ^ tang c 9 
00s A =3 sin B cos a, 

qui, par les renversemens dont elles sont susceptibles, 
suffiront pour résoudre les triangles spbériques rectan- 
gles en C, et dans lesquels le côté c, opposé à l'angle 
droit, se nomme hypoténuse ^ aussi bien que dans les 
triangles rectilignes. On obtiendrait des formules anar 
It^gues pour le cas où le triangle sphérique proposé au- 
rait un de ses côtés ^al au quadrant ; mais je ne m'y 
arrêterai pas. 

S9. Pour pouToir appliquer commodément les Ioga« 
rithmes aux calculs des triangles sphériqnes , il faut 
transformer les formules des n'" 53 et 54, en d'autres 
dont le numérateur et ie dénominateur soient décom- 
posés en facteurs ; et c'est ce qu'Euler a fait d'une ma- 
nière aussi simple qu^éléfjantc^ 

■ ^ ^ „ . ' cos a — cos A cos tf 

I®. De r expression cos A =s ■ ■ . — , . 9 

r : . sm hune 
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coBpritepsniiieABBdaaPSS» en tira 

I — cosu^s — ^ , Jz (il), 

sinosmc 

I -^ COS >f = : — . . > 

Joà, icanse de -^ ;^ = tangî A^ (27), il «ait 

^^' COS a — cos(^+c)* 

maisoos/i— 0089=— -a8iiiî(/>+ç)sin :(/>-*-;) (27): 

En opérant ainsi sur les autres expressions du même 
n® 53 j on parriendra à des résultats semblables. 

a®. Prenant dans le n® 54; l'expression 

COS ^ + oos B coêC 
6in ^ sin C 
on en déduit 

COS (B+ C) + C08y# 

I— cosa = or' > 

sm B sm C 

• 

COS ^ + COS (^ — C) 

'+~»'*== — aoiïTc— ' 

d'où Ungjo. «"g+Q+'^< . 
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formule que le t^gM^^^àsLrSmaèrsàà^ i|0'9Cii^||ft».ijofia- 
ginaîre, parce que Tare -f^+iP-Jr (^, surpassant le qua- 
drant , a nà^eosînua négatif (*). 

[*) Ealer, pour donner {>Ias d^ntifformité à ses résultats , em- 
ploie toujours les langdBMt des avcs à de'terminer ; mais' on peut, 
dans ce qui précède, arriver un pea pins simplement au sinus. 

if< On a ; *«!COs ^=: sin 7 u^* {37} f et par la formule 

cosp — cos9 = — a>iQ7'(jiH*^)si'^| (P""^)» 
on tronye 

cos (&— c) — cos a =: — a sin ~ (A — c + tf) ain Jî(i&"— c— a); 
on, en changeant le signe de Parc |(3— -c — a) et de son sinus , 

'cos (b — <r) — cos tf = 3 sin |(a -f- ft — c) sin -J (m+.*<o •— '&).$ 
mettant ces valeurs dans celle de x •— cos A , et prenant la racine 
^[narrée de chaque memhre , il vient 

sm| A^=^\/ — i-i r— r-: ^ » 

V sm 6 sm c 

30. Si Pop observe de même que 1 

I — cos a = 3 tin -i ««, 

et que l'expression de cos p H* cos q donne 

cos (JÎ-f-C)+ cos-^=acos J(B4-C-f--<fl cosK^-^-C— -^}, 

on trouvera 

sin 1 a — 4 / --^c<i»H^^ B'-^C) cos \ (Jg-f- C^^T^) 
* V sin B sin. C 

En divisant Pexpression de sin ^ ««^ par celle de tang ^A, obser- 
vant que 

sin \{b — c^a)= — §îny{«-|-o-^5), sm\{a — ^i— c)= — sinj^W-c — a), 

et réduisant , 01^ Q!>ûent 



* V sin b sin c 



formule qui peut être utile quand Pangle ^.est très près de denx 
droits, parce quHilon 7 A appcoishant die Pangte dVoit, son ^inus 
vafic pçu. (/^oj-^ la note B.) 

En traitant deinémeles^rî^iens de sinfit i^de tkig\ *i ^ 
CQOUTeja . . \. • j •,' \ 

' ▼ sm\a sm C 
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3®. Lés e^^idresmais àmm^SS dosment «"assi 

cos a— C08 6 C08 c =; sin b sine eos jij 
* cos b — cos a cos c s=3 sin a sin c OM 'B; 

et diyisant la jprenàhve de ces équations par la seconde , 
en obseryant que , d'après les éqnationiB (A) , on a 

sin b sin B 

sin a sin A^ 
on trouyera 

pos a— cÔS b obs e sin # cos jrf 
cos 6 -^ cos a cos c sîn j# cos B 

Si Pon ajoute ensuite l'unité aux deux membres de 
«ette dernière, el4e derteiidra 

+ COS a — r cos b cos c , sin )& CQs ui 

COS 6 «— cos a cos c sin w^ cos B 

et on la cbangera facilement en 

(cosa+cos&) (i — cosc) siu (^4-^) 
cosi — cosacos^ émAcmB ' 

par la réduction des termes de chaque membre wa^v^é^ija» 
dfooinina^nr. 
En retranchant l'unité au lieu de l'ajouter, on aura 

cos a— cos 6 cos c sin/? cos ^ 

cos b — cos a cos c sin J/ cos'^ ' 

d'où l'on tirera 

(cos a — cos6) (i -f- cos c) sin {B — A) 
oosfr<^— cosacOfriD isiny^OQS^ * < 

DiTÎAnt ce résultat par le préeédent^ il itifndl^ 

cos g — c os b ! ^ COS c si n {B — A) ^ 
cos a + cos b . 1 1*^ cog> sm^ÇS^^^"^ * 
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et oomme, ^aprèi le tableau de la page 34^ 

^ L = tangi(^ + o)tangHft — a), 

X + cos c 

= cot^c». 

I — cosc 

8inj[> = a sin^poos^py 
on trouvera - 

t«ng ï(ft — a) tang^ (b + a) cot|c* 

flîn i (B — A) C08 i (g-> ^) ,. 

"^sin i (^ + -0 «>s 5 (^ + ^* " 
Mais en ajoutant et en retranchant sucoessiyement l' unité 

à cliacnn des membres de l'équation -: — = -: — -. ^ 

. sma 8in^ 

puis divisant les deux résultats Fun par l'autre y on 

parvient à l'équation 

sin^ft-— sin a sîn B — sin A 

sin b + sin a "^ sin B -f- sin ji ' 

qui peut être transformée ainsi : 

wt N *irL. N sini(^— >^)C08H^+-^ 

par les formules du tableau de la page 34 : multipliant 
donc entre elles, membre à membre , cette équation et 
l'équation (a)^ en observant que 

tangi(6 + a)coti(i + a) = i (9), 

on obtiendra 

Ltang . {o a)i coi , c «p^g + ^]* ' 
extrayant la racine de chaque membre, il riertâra 
tangi(6-a)cot5C= ^jjjj^^j^, 
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et dmsaait l'écpation (a) |>ar cette dernière , on anra 

< 

Eu ge rappela.nt que — — =s tang/i (9), on déduira 
des deux équations ci-dessus j les expressions 

qui feront connaître deux côtés d'un triangle sphérique, 
dont on aura le troisième côté et les deux angles entre 
lesquels il est compris^ puisqu'on désignant par V et a% 
les yaleurs des arcs fr + a et h — a, il en résulte 

i = i(6' + a'), a = i (&'-«'). 

4^. £n prenant encore dans le n^ 54 > les. équations 

C09 ^ + <^08 ^ cos C=sini9sin Ccosa, 
cos B + ces Aco$Cr=z sîn.^ sin C cos b, 

et dÎTisant la première par la seconde, on trouTCra - 

cos A + cos B cos C sin B cos a sïnbcosa 
cos B 4" cos ^ cos C "^ un A cos & sin a coBb* 

Ajoutant et retranchant successi'rement l'unité àchacan 
des membres de celle-ci , puis divisant les. résultats l'un 
par l'autre j on en conclura coiiiiicie ci-dessus, 

cos^ — cosB I — co s C ___^ sin (b — a) 
coé -^ + cos iï 1 + cos C "" sin (A «f- «)>' 

tkngH^ — ^)tangi(^ + ^tangiC» 

_ sini(>— ff) cosH^ — g) /t\. 

~sinH* + «)cosi(6 + a) ^^* 
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... tin 6 -* sîn a nn B'-^ain A 

et comme reqaation -: — r— r — : — =-: — 5"T""î — >» 
^ auxM + «m a sin ^+ sm >f 

employée dans la transfgnnation précédente , peat s'é- 
crire ainsi 9 

en multipliant et en divisant par cette démise , l'é- 
quation (b), on trouve enfin 

formules qui remplaceront les précédentes, lorsqu'on 
connaîtra deux côt^s et l'angle qu'ils comprennent. 

6o. £n prenant toutes les variations dont les formules 
trouvées ci-dèssus sont susceptibles , on àurà* 



X b \ o d) 



•*.«■«• 



i+c—b) sin i (^a+b+c) * 



, P_ y iui i {a+c^b) sin j (»4-c->^g)r . 
lang . ^— y 8iBi(^|^c)^ni(^+A+cJ' 

**• V (^sK^+5-6')cosi(^+C— S)' 

*f. V cb8i(fi+C—^co«i(^+^— Q ' 



^ 



!.. . /.il .;) ■' ,i * • ■ • 

lana-:— r-:-=.taneic -; — 7 '„' '"1 r , • - • ' • 

tawR^ =^t|ing -.a .--T(çip;^% 
a T— ^ c, , - sîn ï (^ — C) 

t^iffî.-^ =: Cpc s» C' "î^^ — i fl-^ v y . 



"^ — a * sm ï (c + 3) 

e-f^JÎ ' :, ,f ..co^ i (c — b) 

^ at * cosi(c^6) 

^^^ à • cos ï (a + c)' 



« g H M y. r wy Fi 'ri ii. ■ >'• ; ■■■ ' ...f 



•i«(^}<Pbvf évtroeB fonunle» ilb>k|im •aalQiin^^a.ifi^éio j^rés^ 
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Des douze dernières formules on déduit les sulTantes , 
qui serrent à trouver le troisième angle ou le troisième 
côté d'un triangle dans lequel on connaît deux côtés et 
les angles opposés. 

tang 5 a == tang î (c + i) — ^.^^—-g.^ . 
tangii=.tangHa-c)^j-±^. 
t«^ii«UngKa+o)^^, 

cotiC=UngHi^-^ê^i{|êj]. 
«>t.C = tangi(^+^)^2iii|±±),^ 

cot i À = ta«g i ( C-2?) "° ' <" + ^) , 
cot i ^= tang i (C+B) ^IJî+g, 

■ - sini (a — ,c)' 

cot i /r = taiig i c^+o '^"f-^^^"'"'^ ( *) 

^ - COS5 (a— '«) ' 



(^) Ces formnles et les prëce'dentes sont connues sons le nom 
à'hhàlo^es de Nëper^ ptfKe qn^ellesse «tédnisent dcii nigles don- 
nées par ce géomètre ]^nr résoudre les triangles sph<$riqne8 {toga^ 
ritkmorum eanonis descriptio). 
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Si Ton joint & ces équations , celles qui sont désignées 
par (A) (4?)^ et.qùi serviront dans le cas où l'on connaî- 
tra deux côtés et l'un des angles opposés à ces côtés, ou 
bien deu' angles et l'un des côtés opposés à ces angles , 
on aura tout ce qu'il faut pour résoudre un triangle sphé* 
rique : ce qui précède peut donc être regardé comme for- 
mant un Traité complet de Trigonométrie sphérique. 
£n combinant entre elles les diverses formules obtenues 
successivement , on en pourrait déduire beaucoup d'au* 
très d'un usage très fréquent dans les calculs astrono - 
miques : on doit, dans ce genre, à M. Delambi*e, des 
résultats très élégans et très nombreux , et des applica*- 
tions importantes des méthodes approximatÎTCS , ou des 
séries , aux cas qui en sont susceptibles. 

Récapitulation des formules nécessaires pour résoudre 

un triangle quelconque, 

6i. £n négligeant les variations que peut présenter 
on même cas, on n'a que les six suivans: 

1°. Connaissant les trois côtés (a, b^ c) trouver un 
des angles (A). 

,,„^. 4^. / sinUa+^— c)sinH^+g-^ 
iang^^ = y sini(6+c— a)sini(a+6+c)' 

2®. Connaissant les trois angles (A, B, C), trouver 
un des côtés (a). 

«ang . « — V cos i (^+5— C) cos i (A+C—B) ^ '' 

i^) An lieu de cette formule et de la précédente, on emploie 
souyent celles-ci : 



V sm 6 »in c 

Trigonométrie. 8* édition. 
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3^, Connakaant deux côtés (b^ e) , et tangie com- 
pris (A) y trouver les autres angles (B , C). 

Pour trouper ensuite le 3^' côté (a) , ywyeâ la for- 
mule du 6*°^ cas. 

4^. Connaissant deux angles {B,C)fetle côté com«- 
pris^js^f trouîferles autres côtés (b, c). 

tangK*-H) =^|{§^-§ta°gi«, 
tang U6-C) = ?g-J||=^ tangia. 

Pour trouifer ensuite le 3'*"' angle ^ voyes la formule 
du 5*°« cas! 

5^» Connaissant deux côtés (a,c) et un angles #p- 
posé (C) , trouver Vautre angle opposé (A). 

sin a si» C 



sln^=: 



smc 



6^ Connaissant deux angles (A, C) «/ un côté op^ 
posé (c)| trouver l'autre côté epposé (a). 

sia c sin ^ 



sma ^= 



sin C 

Pour ^rauver ensuite, dans œs deux derniers cas, 
Vangle (B) «^ i« c^té (b) compris l'un entre le^ côtés. 



sin ^ sin C 

obtenues dans la note de la page 73, et qui sont analogues à celle dont 
on fait nsage yonr le cas semblable delà TrigoBomëtiîe ccctil^oe-^SS). 
La même note contient aussi les valeurs de cos f ^ et de cos \a , 



• V sinJîsinCr ' 



I 
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toAtté enite hê angles ^ dontUg ou ottltuljÊJ^j dH <AnuI« 
géra dans les formules du 3^* et du 4^^ <^^i ^ en a, 
B etkji y et réeiproquetieiit ; il yiend^a 

d'oik Ton tîvera les Talem^s de eot ^ B etde tang ^ by qui 
sont maintenant les inoonnues; 

Au mojen de. cette réeaj^tulatîon* et d^ celle qui 
se trouve siur la page 7^ , rien n'est plus aisé que de 
résoudre un triangle spl^rîque quelconque , en appli^- 
quanty d'après les énoncés ci-dessus, les lettres ji^ 
Bi Cy a, by Cy aux angle» et aux eôtés donnés et 
cherchés. Le calcul arithmétique s'effectue par l'addi- 
tion et la soustraction des logarithmes , de la maniée 
indiquée dans les exemples rapportés au n° ^9; seule- 
ment on n'j emploie que la table des logài^ithmes des 
lignes tri^nométriques; puisqu'il Ué s'agit que d'arcs 
de oercte. 

Lorsque , dans les quatre première eAs^ les circons- 
tances delà queAion laisseront doutél* srles arcs ou les 
angles cherchés Talent plus ou mloâns du. quadrant^ on: 
d'un angle dr^> on ièyerahi difficulté en recourant aux 
exprlKssioiis des cosinus^ des tangentes ou des cotangentes 
des iteicoanves (jSf})* Mais dans les deux derniers cas, il 
peut arriyer qi»6 la ques^iou proposée>soit susceptible de 
deux solutions» et l'oi^ s'en aasurqr^ aisément en étu» 
diant la manière de construire un angle trièdre, lors- 
qu'on connaît deux de ses faces et' ^inclinaison dé I^une 
d'elles sur la troisième]^ ou bien lorsqu'on connaît 1^ 
inclioaisoni de dei» fooes sur la troisième » et l'ai}(|^ 
des avèlei qui déterminent Fan^d' des^premièver Je* n» 

6.. 
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saurais entrer ici dans ces détaib (^) ; mais en voici dtf 
moins les résultats. 

I^ Le triangle spliérique ne peut exister que d'une 
seule manière avec les données a,cetCf 

lorsque C= i^. 



C<i*, 


a<i», 


c>a. 


C<1«, 


a>i*, 


C>2^ «y 


C>H, 


«<!», 


c<2* — a, 


C>H, 


«>!*, 


C<«> 


'(A il est susceptible de deux formes < 


) 


brsque C< i*, 


a<i», 


c<tf, 


C<i». 


a>i», 


c<à^— a* 


C>iU 


«<i», 


c > 2^ — a> 


C>ii, 


«>!», 


c>a, 


€<.on> 


I», B = 


ï». 


2". Avec les données A, C et < 


:;i il ne peut avoif 


qu'âne forme. 






lorsque c •= i*> 






C> I», 


^>I% 


c<^. 


C>I', 


^<I^ 


C<2»--//, 


C<I», 


^>1^ 


C>2« — urf. 


«<l», 


^<I^ 


C>^, 


«t il en a denX) quand 






C>1», 


^>iS 


e>^. 


C>1«, 


^<I^ 


C>2*-^, 


C<1», 


A>i^, 


C<2* — ^» 


C<1«, 


^<iS 


C<^, 


«■<ou> 


IS -rdf = 


:l». 


62. Pour donner une application ( 


le la Trigonométrie 



(^) Il faut consulter le Développement nouveau de la partie 
élémentaire des Mathématiques de Bertrand , tonii II, Trign^nù^ 
métrie, section Y, on %t% ÉUmens de Géométrie^ 3« partie. 
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«pKérîque, je cboÎMraî le problème suivant : cohimim* 
sont un angle MSN, fig. a3 , mesuré dans unpîaré in^^ ^>8* ^ 
cliné:^ et les angles que font ai^ec une verticale SS\ les 
côtés SMetSf^ du premier j trouver l'angle M! SfJîi'formd 
sur le plan M'S'N'^ horizontal ou perpendiculaire à SS\ 
par les projections S M.' etS'^' des lignes SM et.SN» 

Les trois lignes SS^^ SM et SW déterminent un 
angle triëdre dont le point ^S est le sommet , et dans le- 
quel on connaît les trois angles plans JI^SN'fS^SM, SfSN'y 
et puisque la droite SS^ est perpendiculaire sur le plan • 

'HfS^N^ elle est aussi perpendiculaire sur chacune des 
lignes S^M\ jS'JV, situées respectiTcment dans les plans 
ffSM, S^SN y et formant par conséquent entre elles 
un angle égal à celui qui mesure ^inclinaison de ces 
plans : le problème proposé revient donc à déterni iner 
cette inclinaison. C'est ainsi qu'il se trouve résolu par 
des opérations graphiques, dans V Essai de Géométrie^ 
sur les plans et les sur/aces ^ ou Complément des Été" 
mens de Géométrie^ n^ 4^* 

Mais 0^ peut obtenir l'angle cherché en. le ooBSÎdé- 
rant comme l'un de ceux du. triangle spbérîque BAC 
formé p^r les cercles résultans des sections que les trois 
plans, iJ/iSiV, S^SMf iS'iS^iV, feraient dans une sphère 
dont le centre serait en S, et dont le rayon serait égal 
à celui des tables. On a dans ce triangle Ies.c6tés^^j9y 
JtC, BC, qui sont les mesures respectives des angles 
donnés iS^Siff, S'SNy MSN-, et l'angle demandé est pré- 
cisément l'angle ^ : il se trouvera donc par ia pre- 
mière règle du n^ précédent. 

Comme exemple de calcul, je suppoie qu'on i^ii 
-«hservé 

Pangle ilfifi2V^ de 09,7597:=? ^C, 

l'angle S'SN de of,Sg ii = AC^ 

langle ifSMAe o^fi&fyi, s» AB. 



A6 TKklW'é É(.É]I1£|CTA1RE, etc. 

êL=se:f^^^Si^^ fr$7?.a9^i3., .c?s.o9^â42, 
^ |'f;mploîe k formule 



sm 



^Y' 



(note de la page 8i). 

Les arca^ {u.-^^b — c), 5 («+ c — b) se fori^çnt ea 
faisant d'abord la demî-sojnme des trois côtés a« b^, 
c, et en retranchant ensuite chacun des côtés b et c, ^|ii 
renferment ,1'angle cherché (38) , puis oq prend les la-, 
ga^ ithipes des sjnps des restes^ et les complémens arith- 
métiques des logarithmes des. sinus des côtés b eiÇf, 
(pomme le montre l'opération ci- dessous^ 

0^,7597 
o ^913 

©.,6542 

Çpmme. a^^ooSz 
lp;eitti-^8omme. f ^,00516 tf,oo9i6 

.0 ,5|9t8 o ;6S4^ 

1*' reste, o»,4ii3 3*°»' içç&te. 0^,8484 

1. sîn o?,4' ^3 =9^7 796340 

1. sin 0^,3484 = 9,7162989 

Gompf. arîth. di;i 1. s.ii?L 0^,59.1 3 = 0;0964i6î8 

Compl. arith. in 1. sîn .o'^6543.== 0^0674914 

Spmipe. j 9^6598411 
|pg W i ^ î=r {9^33993^0$ 

'^i V ^ans la jbaUe, (répond à 4!y9, 47^54^=^ î Jlf ; et en 
doublant cet arc on trouve ^==09,945,08.9 ou seide* 
ment A =: (kf^^&i , en «e bornant k quatre décimales: 
tel est l'angle JtfJSfiTi^aneÊfondsatt à la valei^ donnée 
four l'angle MSM. 
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CHAPITRE IIL 

l^e r application de l'algèbre à la Géométrie: 

63. L'afpugatioh à^ l'Âlg^re à la Géométrie a. 
d'abord pour bat de faire nerTir les opérations algfbri* 
ques à combiner ensemble plusieurs théorèmes de Géo- 
métrie pour en déduire des conséquences. C'est ainsi 
que y dans les deux chapitres précédens, }6 suis parvenu 
aux principales formules de la Trigonométrie recti- 
KgD« et de la Trigonométrie sphérique. Un théormuç 
qui établit une relation entre plusieurs lignes d'une 
grandeur définie > peut toujours s'exprimer par une 
équation; et toutes les transformations qu'on opère sur 
cette équation , étant traduites en lan|;age ordinaire» 
donnent des éooi^sés qui sont des conséquences du 
théorème duquel on est parti : mais ce point de Tue 
n'offre qu'une très petite partie de ce que doit embrasser 
^application dç l'Algèbre à la Géométrie- Cette brancb^ 
des Mathématiques I considérée en général , ne se borne 
pas à la recherche des propriétés de Tétendue par le 
mojen des^ procédés algébriques; on y voit encore com^ 
meut on peut représenter par ces propriétés tout ce que 
«i^ifie une expression algébrique quelconque , ramener 
sans cesse les constructions des figures aux opérations 
de calcul^ et revenir de cellesrci aux premières : c'est ce 
que montreront successiyement les diverses questions 
traitées dans ce chapitre. 

L'écriture algébrique , si utile pour exprimer les con* 
ditiotts des problèmes qui regardent les membres , n'est 
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pas moins commode pour. ceux qui ont rapport à la 
Géométrie. Ces derniers peuvent se mettre en équa- 
tion comme les premiers , dès qu'on est parvenu à trou- 
ver dans leur énoilcé la relation des inconnues et desi 
données; mai 3 il faut pour cela appeler à son secours 
quelques-unes des propriétés de l'espëce de grandeur 
que- l'on considère. 

64. Par exemple > puisqu'un triangle est déterminé 
par la connaissance de ses trois côtés , son aire doit 
l'être aussi par ce moyen , et l'on peut se proposer celte 
question : 

Connaissant les trois côtés d^un triangle^ trouver 
î^ expression de son aire. 

L'aire d'un triangle étant égale à la moitié du pro^^ 
duit de sa base par sa hauteur^ on voit d'abord que la 
question se réduit à déterminer la bauteur; et en abais- 
t'»8« i4- sant dans le triangle ABC^ fig. i4, une perpendicu- 
laire sur le côté AC^ pris pour base, on forme deux 
triangles rectangles qui fournissent des relations entre 
•les côtés ABy BC ^ la perpendiculaire BI> ^ et lesseg- 
meiis AD et DC^ faits par cette perpendiculaire. 
^ £n effet, si l'on ^désigne par c, c', c", les côtés ^:&, 
BC^ AOy du triangle, par t Je segment AD et par u 
la perpendiculaire BDy les triangles rectangles ABD\ 
BDC donneront 

4B.= 'bD+ au, Ic-ss, 'BD+'dc\ 

on observera en outre que dans le premier triangle de 
la figure, 

DC^Ae — AD = c' — t, 

et dans le second , 

DC—AD — AC=t'r-c\ 

En mettant au lieu des lignes les lettres ^i les fepré* 
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sentent, et faisant attention que (c* — /)*=3(* — c")»; 
on formera, pour l'un et l'autre triangle^ les équations 

C' = U^ + e, C'»= M* + (c" — 0% 
qui , ne renfâ*mant que deux inconnues ^ et z^ , en dé- 
terminent les valeurs. 

Si l'on développe la seconde équation, et qu'on la 
retranche de la première, les termes u^ et t* disparair? 
tront; il Tiendra 

d'oii l'on tirera 



t = 



ac" 



et Péqoation c' = m* -}- *• donnant 

u = db V^c* — ^», 

on en déduira, par la substitution de la valeur de ty 
pelle de 

ou 



_u- \/^c^6"^'-{c'—c'^'^c"'y 



lé 



pour l'expression de la hauteur BDy au moyen des trois 
côtés du triangle ABC. 

Il ne reste plus qu'à la multiplier par la moitié de 
la base ACy ou \c^ pour obtenir l'aire du triangle pro- 
posé^ et l'on aura 

• • - • . 

\o'u—\ v/4c'c'» — (c» — c'« + c")* . 
en mettant pour u la valeur trouTée ci-dessus. 



(*) Je ferai remarquer que celte équation, mise sous la forme 
</• z= c» + c"" — 3c"f , présente , par rapport au côte' </, ou BC , le 
théorème du n9 76 ^es Èlémet^s de Géométrie, 
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Telia ef t l'expcassîott de l'aire d'un triMigle ftat tie» 
tn>Î6 côtés, LoFfiquoii dét eloppe k quantité flOuaUe va- 
radical , on tvsmwe j après les rédudjons;^ 

résultat symétrique par rapport à chacun des côtés 
c^ c' ^c*'\ ce qui devait être, puisque si l'on change ces. 
côtés les uns dans les autres^ l'aire du triangle proposé 
reste toujours la même. Mais on peut construire une 
formule beaucoup plus commode pour le calcul numé* 
rique^ en obseryant que la quantité 

4c*c''* — (c» — c'» + c*'*)% 

étant la différence df ^m^ qu^rrés, se déconapCNi? dai». 
les facteurs 

%<:c + c» + c"* — c'% ^cc" ^ c* — c"* + ç'* ^ 

qui reyiennent à 

et se décomposent eux-mêmes dans les quatre suiyans : 
on a, par ce mojen. 

Maintenant si l'on fait attention que 

et que l'on pose 

c + «' -f- e' 2=. a/*, 

on trouvera enfin que l'aire dn triangle ABC est ex- 
|)rimée |Mr 



foranidv aupsi remacquaHk par J'ntiiSté )dlMit «lie pevt 



être pour évaluer l'aide d'me figure plaue qudcdnqiie^ 
que par 8oi| élégance : elle montre que faire d*Mn triari'- 
gle est exprimée par la radine quarrjêe du produit de la 
deTni-^omme des .trois .côtés, multipliée par les diffe- 
rences entre tette demi-somme et chacun des côtés, 

65. leppooéié îniii^ tJan^ leanwnéros %^^ etolS^» 
des Élémens de Géométrie j pour trouver la hauteur 
entière d'une pyramide ou d'un cône trx)nqués Jp^r up 
"plan parallèle i leur base^ étant cédait en formple, 
conduit à une expression remarquable du volume de 
ce corps. 

Si l'on désigne par a et 'h les deux côtés homologues 
des bases d'un tronc de pyramide, ou les rayons de 
«elles fd\in trenc de 'CÔne , par g la batiteur de ee irone, 
par^ la bcrafteur ée 4a pytamSdeon du cône entier, M 
aura la proportion 

a — o 

.],• bauteur de la fMMrtmi retcEmçbéei élùmiÂm^ g^^ÊOiA 
^pri^Béeiiar 



Cela posé, les bases du tronc étant semblables, seroi^t 
entre elles comme Jes quarrés de leurs lignes bomo- 
logues, en sorte que, nommant iSla base inférieure et s 
la base supérieure, oa aura 

<?:«;;«*; .b% m Sien* ,: *»• 



^ 
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Désignant ensuite par m le rapport des grandeurs: â^' et 
a', il viendra 

et les volumes du oorps entier et du corps retranché- 
seront exprimés respectivement par 

en mettant àu]ieu de S, s, h et h^-^g, les valeurs 
trouvées ci- dessus. Retranchant enfin la seconde ex- 
.pression de la première > on aura, pour le volume du. 
tronc, 

Or ma* et mb* étant déjà les bases inférieure^ et supé* 
rieure du tronc, on fera a6=;=c*,. a^n que le terme 
mab, == mc^ exprime l'aire d'une Sgiire semblable à. ces 

ba^es; et. comme «== va^> le côté, ou. le rayon de 
. cette, figure sera une moyenne propyortionmelle entjre les 
ligues a et b. 

Il suit donc du résultat précédent, que le volume 
d'un troîifi ^e 'pyrctmide ou de cône est égal au tiers de 
sa hauteur, multiplié par la somme des aires de ses 
deux hases et d^ une figure semblable j construite sur 
un côté ou sur un rayon moyen proportionnel ev^tre 

ceux de ces bases ; et comme mab'ss, y nu^ ,wAl^ y on 
voit que l'aire de cette figure est moyenne proportion- 
nelle entre celles des bases. §\ l'on élève sur ces trois 
figures des pyramides ou des cônes de même hauteur 
que le tronc proposé , la somme de leurs volumes seica^ 
équivalente à celui de ce tronc. 

66. Dans les questions précédentes, on avait en vue un^ 
résultat numérique; quelquefois on cherche des lignes. 



.A LA GÉOMÉTRIE* g5 

9 

Qa'on se propose , par exemple > d'inscrire ttn quarré 
DEGFf dans un triangle dBC^ fig. 24» il faudra Fîg. 34. 
supposer la question résolue, et chercher ensuite entre 
les lignes données immédiatement par le triangle et le 
côté du quarré , une relation qui puisse s'exprimer aU 
gébriquement. 

Pour cela, on abaissera la perpendiculaire BH, que 
l'on regardera comme connue, puisqu'on sait la mener; 
et comparant les triangles semblables BAC et BJ}B, 
BAH et BDI j on formera les proportiona 

AB\BD\\ AC\DE, 

AB : BD :: be : bi^ 

qui conduisent à 

ACIDE :: BHl BL 

Cette dernière donne une relation entre les lignes con-> 
nues AC^ BH, et les lignes inconnues BI , DE\ mais 
BI dépend de DE^ car A/= BH— IH, et par la défi- 
nition dti> quarré, JH=:.DE : désignant donc par aetb 
les données A Cet BH, et par x l'inconnue IH ou DE^ 
on aura 

al X :: b : b — x, 

d'où bx = ab — ax. 

De cette équation du premier degré. On conclut 

ab 

Lorsque les. droites a et 6 sont rapportées à une 
commune mesure, ou exprimées en nombres, la for» 
"mule ci-dessus donne, par des opérations arithmétiques , 
le nombre qui exprime la longueur de la droite IH^ 
prenant ce nombre sur la droite BH, on aura le point I, 
par lequel il faudra mener la droite DE, 

Il n'est pas nécessaire , pour déterminer le point /» 
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de reseourir aux Boiubrc»^ parce que les: opératfMissitt- 
di^fvées dans; ^exptiessùm de :r peuvent s'efifeetuer svir 
les lignési On r^h en effet ({«e cette iiteiKiyvue e«t le- 
qiiajtrîëiue tei'nie de la. pvopo^rtion 

a+b ta:: b: xy 

et que par ooBséçueut tout.se réduit à trouver une 
quatrième proportionnelle aux trois lignes 

On regarde etf gétféral comme élé^tit de fier aveclse 
figure qui contient les données du problème , les opéra- 
tions qu'il faut efiettuôt pour ett obtenir la solution ; 
on peut en conséquence , dans la question présente^ em- 
ployer Tangle droit CIIB à la détermination de la qua- 
trième proportionnelle à trouver. On portera donc, 
sur ne prolongée 9 

t<>. H:L—at=zAC, û,^. LK=b^BH) 

tirant BK^ puis menant IL parallèlement à BK,p\e point 
If pour leqfiel on aura 

HK\HLv.BH: IH, 
appartiendra au côté I>È du quartés BEGF. 

67. On peut atteindre de la même manière & des 
questîofeiS'd'u» degré superienr au premier. 

On sait que diviser une ligne en moyenne et extrême 
raison , c'est la partager de manière que l'un des seg- 
mens soit moyen proportionnel entre la ligne entière et 
l'autre segment; pour résoudre algébriquement ce pro^ 
blême, on désignera la ligne entière par a, le segment 
inconnu par x'y Fautre segment sera a— jr, et l'on aura 

d'où l'on concloroi 
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«Q réBohraiiil c6Ue écpitttia», en en tirera 

Les opérerions indiquées dans cette soluticdi peuvent 
s'effectuer sur le» lignes , au moyen cki triangle reo- 
tangle; cair i^ + ^ a' étant la somme des quavrés des 

lignes €z et I a, le radical \/a* •-f' ^ a* est l'hypoténuse 
AC^fig. 9&y du triangle rectangle construit sor les cdfeés Fig. i5. 
AC::sa,BC^=:\a. Ilne^'agit, pour obtenir les deux 
Tsleur^de x ^ que de cdmMner, par soustraction et par 
addition, la ligne AC avec la ligne BC'sst^a^ ce qni 
s'effectuera, en portant B€ de C en i> msv ACf et dr C 
en 1/ sur son prolongement ; car on aura 

AD=AC—Cl}=\/a' + ^a*i^ia,d'oiix=:AD, 

La droite AD rapportée en £ y sur ABj par un arc 
de cercle 9 est la solution donnée dans le n^ \Z% des 
Èlémena de Géométrie ; et en mettant Téquation 

a^— «ox = x^ sous la forme a* =: ax -f~ x*> 
on en tire la proportion 

x-^- a\ a \l a \ x^ 
qui revient a 

Atf : AB :: ab : av, 

puisque 

AD' = AD + %BC= AD + AB. 

il suit de Ijr que» la li^e A& est aussi partagée en 
moyenne et extrême ranson au* point D^^et qwe le plus 
grand segment J9iX est égal à la ligne Amnée AB. On 
verra pdius loin (77) fénoncé auquel répondent ea 
mènaetemps^ les deux valeur» de :r> et ce que signifie le 
signe -*« q«t alfeete to secondet 
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Les exemples précédens su£Eisent pour montrer que 
la résolution algébrique des problèmes déterminés de 
Géométrie, présente des circonstances. analogues à celle 
des problèmes relatifs aux nombres: Il faut d'abord 
mettre la question en équation, tirer l'expression de 
l'inconnue ; mais au lieu d'employer le calcul arithmé- 
tique pour éyaluer cette expression / il faut effectuer 
sur les lignes connues, des opérations graphiques Cor- 
respondantes à celles qui sont indiquées par les signes 
algébriques. Dans la question du n° 66^ dont l'équation 
n'était que du premier degrés c'est par les lignes pro- 
portionnelles qu'on a déterminé l'inconnue ^ et pour la 
question ci-dessus, dont l'équation montait au second 
degré , on a eu recours à la propriété du triangle rec- 
tangle. Ces déterminations sont ce qu'on appelle la 
construction des valeurs de l'inconnue } et je vais en ex- 
poser les principes, qui sont communs à toutes les 
questions de ces deux degrés. 

68. C'est une remarque générale , el qu*on aura sou- 
vent occasion de vérifier, que lorsqu'il n'entre que des 
lignes dans l'énoncé d'une question où la quantité cher- 
chée est elle-même une ligne, l'expression de celle-ci 
renferme toujours un facteur de plus dans le numérateur 
que dans le dénominateur, et chacune de ces quantités 
est composée de termes homogènes entre eux. L'ex- 
pression de ty trouvée dans le numéro 64 > remplit cette 
condition : les termes de son numérateur ont deux fac- 
teurs, et son dénominateur , un seul. 

Il suit de là que lorsque l'expression d'une ligne quel- 
conque ne contient point de radicaux, on peut, en re- 
présentant toutes les quantités qu'elle renferme par des 
lignes, obtenir la longueur de la première sans recourir 
aux nombres , et seulement en cherchant avec la règle et 
le compas,' des quatrièmes proportionnelles à des-lîgnes 
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dinnées. Pbar le prouver, iLsoffiradeTeumple saimnt. 

à 

cette expression , dont le numérateur est composé de 
termes contenant chacun trois facteurs^ tandis que lés 
termes du dénominateur n'en ont que deux , appartient | 
d'après la remarque ci -dessus^ à une ligné. Si l'on fait 

. • <ibc = Jbd'.^ eY=ik'd', . 

on aura < •• ', ^ 

_ ^ jif ^ d^ k'y _ djJ: -f d^k') 

^— dik'+k") ~ . r+jT. • 

tm obtiendra donc t en cherchant une quatrième pro- 
portionnelle aux trob lignes f' + k'^, k.+d-^k' et d^ 
lorsque les lignes inconnues, représentées par ife, k'^k'^ k\ 
seront déterminées. Or les équ^ations posées ci-dessus , 
conduisent à 

'^~ d^ ~ d^J' d^"^ d^d* 

^— d' * d* 

Taleurs qui se forment par les proportions 

cherohaut doQcles quatrièmes termes de chacune , par 
Trigonométrie. 8* édition. y 
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les lignes pfOfiortÎDiineBss, on aura aaooest^temeiil.ki 

longueurs des lignes repcésentées par 

ab abc ef e^f gh i* 
1' W^ d' >' "S"' d' 

<jui donneront' 

et ayeo celles-ci on ti'ouvera t 

On reconnaît sans peine que l'esprit de la niétliode 
dont je Tiens défaire usage pour construire une expres- 
sion algébrique', eonsiste à transformer le numérateur 
et le dénominateur de l'expression proposée, e» pr»>- 
duits d'uû )owtaiA ntmibrér de-i^teors simples ou du 
premier degiri, ce qui est toujouçs possible par les 
moyens que j'ai employés. 

' 11 y'àdes cas oh eette trirnsformation peut fi^dBPéetmr 
immédfateilieat) sans q^'il soit besoin d'y introdutn: 
cl^ î^bdéteruiit^s t tel est celui de l'expression 

^"~ a* -h 6» ' 
dont le numdrateutr équivaut à ^ 

et dont le dénominateur 'peut s'écrire aisni , 






41 Tient alors 

(a — b){a+b)c 

ce qui s'obtient |»ar les proportions 
y- r ' . * (a + b)c 

ua* + o*:a — o.,— 7== • . ■ ■ . . . = . 



« « « 



ment » car il exprime l'hypoténuie d'an triangle ftcH 
tangle dont les côtés sont a çt bn {Fçysz^ à la fin 4e 
l'ouvi^e ^ la note D.) . 

69. Le triangle rectangle et le cercle foarnîssent les 
moyens de construire |a racine quarrée d'une qi^an^i^ 
quelconque exprimée en lignes, ti'Atsage du pren^i^ e«t 
éyident, lorsque la ^quantité con^prise «ous lQ.jradical 
est k somme ou la (lifféi^nce^de d^x qnarnés^ Ën^eiSet»; 

ona,dansceoas, (/â^+6'^et l/«^<^^/>'; l'orne de ptii 
expressions peut être regardée comme Phypotétiueecl^iit 
triangle rectangle dont-ies cétés sont a et ^ , et l'aati'À 
comme l'un des c6tés adjacens à fangle droit, dans tt«i 
triangle de même nature^ dont l'hypoténnse serait a , et 
le troisième côté A. 

On construira , par une suite de ces triangles, l'exprès 

sion v/âMH&M-c»+^ : ayant obtenu d'abord \/cF+Fl 
on représentera cette ligne par «, ce qui donnera 

a* + ^" = «% 
et la quantité proppsée deviendf^ 

on construiira le radical ^ «t* -f- o^ comme lepr^cédent, 
et nommant iS le résultat de cette opération , on aura 

il ne restera plus qu'à trouTer y fi* -{• <;{% ce qui, se fera 
en prenant l'hypoténuse du triangb rect^nglje dont Içs 
côtés sont fi et d. Il est facile d'étendre pe prQp^dé aui 
cas où le radical à construire contiendra^U MQ IfPmbr^ 
quelconque de quarrés. 

70. Jq passe maintenant à l'eviploi du cercle dans 
l'extraction de^ raÇHif^ qiWTi^. Qn ,99i|; qqçiqi.ppi^ 
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pendîculairè élevée sur un dtamëtre est moyeime pro^ 
portionndle entre les deux segmens de be diamètre 

{Géom, i3o); on obtiendi^ait donc ^ab en faisant, 

^ig. aC Jig' a6 , u^P = a , BP =: 5 , et décrivant' un cercle sur 

l^somme AB de ces deux lignes , prise pour diamètre: 

h 'perpendiculaire PM^ élevée par le point P, étant 

' Ittioyeïine proportionnelle- entre AP et BP^ sera ^ab, 
• On peut encore trouver une moyenne proportion-* 
néHefAïk'e deusi iigBfes*quelcopques a et à , en prenant 
la plus ^ande de» deux pour io diamètre AB du cercle> 
e4;|M>riant l'autre de A enP^ «levant ensuite Tordonnée 
JF^yiet tirant la corde AM, on aura la moyenne pro» 
portîonnelle<lematidée. {Géom. i3i.) 
■ A. l'aide de ces. méthodes , on construira tous les 
radicaux du second degré , quelle que soit la quantité 
qu'ils renferment. Soit pour exemple 



v/^'+^-f"^ 



g 
^on fera 

g 
l'expression proposée deviendra 

" V^ + ai - ai' = v/(a + i— l) a , 

et pour l'obtenir , il suffira de prendre une moyenne 
proportionnelle entre les lignes a.+ ^ — i?' et a : il est 
d'ailleurs évident que les quantités k et J/ se détermi'- 
fieront par les lignes proportionnelles, d'après ce qui 
a été dit, n® 68, puisque les équations dont elleç dé- 
pendent donnent 

"a ag 

et coàdaisent par conséquent aux proportions 
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aib :: c :k, 

, de ^ ^ de def ,, 

71. La quantité que l'on se propose de construire 
pourrait ne pas être homogène \ mais cela n'arrivera 
que lorsqu'on aura fait quelques lignes égales à l'unité,, 
ou que l'on aura représenté un nombre par une lettre,^ 
on une ligne par un nombre; et les, méthodes indiqué^ 
ci-dessus ne seront pas arrêtées par cette circonstance , 
pourvu qu'on fasse reparaître , dans tous les termes oh 
elle devait se trouver, et avec des exposans oonvena-*. 
blés 9 la ligne prise pour unité. 

/ bc 

Si l'on avait l/a + ;^>. ®* m^^ ^'o** *^ P*"^- ''^ 

nonce de la question qui aurait ooiiduit à cejtte expres- 
sion, qu'elle doit appartenir à une ligne, on verrait que 
chacun des termes compris sous le radical devrait être 
du second degré, et que par conséquent en désignant 

bcïK 
l'iinité par n^ il faudrait écrire an au lieu de a, et ^-v- 

bc 
au lieu de -^ y ce qui' ne change rien à la grandeur ab- 

wAxxe de ces quantités, puisque 72= i = n^, eten générale 
»"*= laquelle que soit m. On aurait de cette manière 

y/ an + -J^ = V » (« + ^)' 

qui se construirait facilement. 

J'observerai que, d'après ce qui précède, on .pour- 
rait extraire.,» par une opération graphique, la raâne 
quarrée d'un nombre quelconque , en .prenant une 
ipoyenne proportionnelle entre deux lignes , dont l'une 
représenterait l'unité , et l'autre aurait avtc celle-ci I0 
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rapport «arqué par le nombre proposé. (/^^ par exem- 
ple, s'obtiendMiU en prenant une moyenne proportion- 
nelle entre deux lignes, dont une serait les | de l'autre, 

puisque V/f = V^i X J. 

72. Rien n'est plus facile maintenant que de construire 
l'expression des racines de l'équation x* — a» =i ±:A', 
qui comprend toutes celles du second degré. En effet, 
' in tirant la valeur de jc , on a 

lorsque b^ a le signe + ; il ne s'agit que de construire la 

le radical Yja^-^b^ (%)i ^t de prendre ensuitç la 
somme et la différence du résultat et de la ligne ja ^^ 
pour obtenir la grandeur de chacune des racines de la 
proposée. 

Quand 6* a le signe — , on trouve 

la construction de ce cas ne diffère de celle du pré* 
cèdent, qu'en ce que le radical est exprimé par l'un 
des côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle, au 
lieu de l'être par l'hypoténuse, et que ce triangle 
cesse d'çxister si ^a<^b , parce que si l'on prend alors 
Fig. 37. sur l'un des cdtés de l'angle droit ÂBC^ fig, 27, une 
grandeur ABssby le cercle Z?j&, décrit du point A 
comme centre, avec un rayon moindre que ^i&, n'at- 
teint pas l'autre eôté BC, Cette circonstance s'accorde 
avec la théorie des équations du second degré, qui 
donne des racines inaagînatre^ pour le cas dont il 
s'agit. 

On pouira appliquer ce qui précède* il la question 
Mnvattle : Ètétnt donnée la somme ou la différence de 
deux û&tés toMiguB d^un nçtarÈgh et eon airej, cone^ 
truire ce recimngl$» ^ 



Eo eflfet, toieu^ b'' Vm^ du ^eiitaiigle dt/mmàé, a I« 
somme ou la diSerfsoce 4e aes côtés cooligns» e( v Vwk 
d'eux; l'autre sera exprimé par a — x dani le pie* 
mier cas, et par a-^ x dana. le second; Vwû sera 
(a — x) X pour le premier c^s ,, et (a -+? op) JC pour le- 
second, en sorte qu'on aura ces deux équations : 

lesquelles étant risolues , donneront de$ valeurt de M 
constructibles par la méthode précédente^ 

. 73. Il n'est pas nécessaire de résoudre les équations, 
du second degré^ pour en trouyer graphiquement les ra- 
eines; on les obtient immédiatement, par les propriétés 
des lignes droites qui se coupent dans le cercle. 

L'équation jf ^ ax zz: à^^ étant misç sou< la forme 

a7(x + û) =^ ^*> 

se rapporte à la propriété des sécantes et des tangept^ 
qui partent d'uq même point {Gêom, 128); car si l'on 
décrit ,^^. 28, sur un rayon CB =: -j a, un cercle, qu'on Fig. oSi 
lui mène une tangente ^^ dont la longueur soit À, et 
que par les points u^ et Con tire une sécante AC ^ en 
nommant x. la ligne AjU^ on aura évidemment 

et la propriété citée plus haut, donnant ^Z>X^^^=^i7 , 
il en résultera 

ce qui est l'équation proposée* 

Si l'on avait or* — ax =^ i*, il faudrait faire x = ^IX j . 
il s'ensuivrait que 

AJ?z=x-^ia,. et «(a:r--4^ï^=?i>^ 

La construction présente n'étant sujette a. at^qune 
exception^ montre que tant que ^> sera posiitif dans le 
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second membre, en même temps que ^ l'e$t dans le 
premier, les racines de l'éqnation proposée seront tact- 
joars réelles. 

L'éqnation jf* — ax =—-&* se change en àx^^a^ = ^ t. 
et pent alors s^rire ains? : 

X (a-^x) = b\ 

Sous cette dernière forme elle se rapporte à la propriété 
des cordes qui se coupent dans le cercle; caô: si Pou 
?ig« ^9 décrit , sur un diamètre AB = a ,fig. 29 , un cercle, 
qu'on éleTC au point A une perpendiculaire ACz=ibf 
qu'on tire ensuite CM parallèle à jdBf et que par les 
points Met 3!t ,011 CM rencontre le cercle , on abaisse 
sur AB , les perpendiculaires FM et P'M\ on aura 

AFX^BP^AP (AB—AF)=PM^ 

ou 

AP (a—AP)=ib^, 

puis 



AP" X ?i^=5 AP' {AB—AP')=P'M% 



ou 



AP" {a—AP') = b\ 

En prenant donc successivement pour ^ les droites AJ^ 
et AP^, on retombera sur l'équation proposée 

ax — 4f*,= 6*j 

et par conséquent les droites AP et ^i^> <:liteiiiMi$ 
par les procédés ci-dessus, sont les valeurs de^ l'in- 
connue X» 

Il est visible que quand AC surpassera le rayon du 
cercle, ou |a, la droite CM ne rencontrera plus le 
cercle et ne fournira par conséquent aucune détermina- 
tion; mais alors les racines de l'équation proposée seront 
imaginaires. 

l^es racines de l'équation x* + ax^acr^b* nediflF^n^ 
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do celles de l'éqaalion a:* — .ax =— 6*, que parce 
qu'elles «ont affectéei^u signe — ; mais leur grandeur 
s'obtiendra toujours par la construction que je vieni 
d'indiquer. 

^4- Etuis l'application de l'Algèbre à la Géométrie, le 
signe — ^interprète en général comme à l'égard des 
nombres, en reoTersant d'une certaine manière l'énoncé 
delà question, ou en prenant les lignes qui en sont aflèc^ 
tées , dans nn sens contraire à celai oii on les avait sup- 
posées d'abord. 

Afant d'aller plus loin , je dois rappeler que les quan- 
tités n^at ires tirent leur origine des soustractions qui 
ne peurent s'eSèctuer dans l'ordre oh elles sont indi- 
quées, parce que la quantité à retrancber se trouve plus 
grande que œlle dont on doit la retrancher. On recon- 
naît par cette circonstance qu'il y avait erreur dans 
Pénoncé de la question, ou au moins dans son applica- 
tion au cas particulier que l'on a e\) en vue-, et en re- 
dressant cette erreur , c'cst-à-dire en modifiant l'énoncé 
de manière à rendre possible la soustraction qui n'a pu 
s'exécuter, on parvient à un résultat positif; mais pour 
certaines questions , pour tontes celles qui mènent à des 
équations du premier degré, par exemple, on n'a psis 
besoin de prendce cette peine. Le signe du résultat in- 
dique luî-m£me le renversement dont l'énoncé est sus- 
ceptible-, et les valeurs natives, employées conformé- 
ment aux règles établies pour effectuer les opérations 
sur les quantités affectées du signe — , satisfont aussi 
bien ans questions que celles qui sont positives : c'est 
pour cela que l'on a changé la dénomination de racintt 
/auai«êj(\ae les analystes donnaimt autrefois aux ra- 
cines négatives des équations. 

Cest donc aussi par la soustraction que l'c 
nliquer, sur le* figures géométriques, les val 
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tives que l'Algie dofise à certaines lignée; et pour 
soustraire wne ligne d'une autre; il sufBt de porter la 
première sur la seconde, à partir de Tune des extré^ 
mités de oelle-ci : mais il y a, sur cette opération gra^^ 
phiqne,. quelques observations à faire, qui tiennent à la 
manière dont les ligues se décrivent. 
l'ig. 3o. Soit d'abord C£>,Jig, 3a, la ligne à soustraire de uiB^ 
comme la première est moindre qua la seconde , en por- 
tant cette premi^e de ^ en c « leur différence Ac sera, 
placée Jk la droite du point ^ ; mais si l'on avait à re- 
trandher (7ZX, plus grande que AB, et qu'on portât 
toujours sur jàJ3 , à partir de la même extrémité B , la 
ligne k retrancher, la difiPérence des deux droites pro«~ 
posées serait marquée en ^c'^- sur le prolongement de 
ABf et serait placée à gauche du point <^,^ c'est-à*dîre| 
du côté opppsé au résultat jéc de la première opéra- 
tion : c'est à ce changement de situatton que répond le 
signe •^. 

Il semblerait , au premier coup d'œil , que l'on d&^ 
frait effectuer la soustraction indiquée sur les lignes Ol/ 
et udB, en portant la plus petite sur la plus grande, car 
c'est ce que l'on fait sur les nombres,, lorsqu'on ôte le 
plus petit du plus grand ; mais il faut observer, à l'égard 
des lignes, qu'elles sont en général employées à mar* 
quer des distances à un certain point auquel on en rap- 
porte d'autres > et qu'on vegardc comme fixe;, elles pren^ 
nent donc leur accroissement par l'extrémité opposée à^ 
ce point, et alors la soustraction, qui, par sa nature, 
est inverse de l'addition, de laquelle résultent en général 
les accroissemens, doit s'opérer aussi en sens inverse de 
oelle4à , et par conséquent en allant vers le côté où W 
lignes diminuent. De là vient que si le point ji. sur la 
droite uàB est le point fixe dont je parle, la soustrac- 
tion de CJJ ou de Cjy doit s'opérer à partir du point Bn 
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IjSl cofitinotté des lignes et lâ possibilité de les prolonger 
indéfiniment dans les deux sens , donne à leur égard le 
moyen d'opérer, comme on vient de le voir, la sous- 
traction de la même manière, quoique la quantité à 
soustraire soit deyenne la plus grande des deux. Toîci 
nn problème fort simple , qui confirmera ce qu'on vient 
de lire. 

^5. Mener dans un triangle donné ABC) Jig. 3i , f*'g« 3i 
parallèlement au côté AC , une ligne D£ qui soit égale 
à une ligne donnée MN. 

Les côtés du triangle étant donnés, je ferai 

ABz=iaj AC—b, MN^c, 

et je prendrai pour inconnue la distance AD', parce que 
la position d'une ligne parallèle à une ligne donnée 
est déterminée par un seul de ses points. En posant 
jiD^=:Xy j'aurai SJD =« — jp, et les triangles sem- 
blables BAC et BDE donneront 

« 

AB : AC :: bd \ de, 

ou 

al b \\ a — s l c: 

donc 

ab^^bx czzaCf 

ab'^ac a{b — c) 

*=— T— =— r— 

La valeur de jt se construit (68) en retranchant de 
ACz=i b, la droite CFz=:c, puis tirant FD parallèle à 
CB-y car la similitude des triangles ABC, AD F, foiu*- 
nit cette proportion : 

AC : AB :: af : ad^ 

b * n '• h -• a(b — e) 

b 
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Si la ligne MN devenait plus grande que AC y elle ne 
pourrait plus trouyer pUce dans l'intérieur du triangle 
ABC \ il faudrait prolonger les côtés AB'et BC\ mais.' 
filors le point Z? passerait en i/, de l'autre côté du point 
Ai et c'est précisément ce qu'indiquent le calcul et la 
construction^. 

A MNy substituons en effet Mlf^AC\ la quantité 
h-r-c sera négative; mais en faisant la soustraction des 
lignes, encore à partir du point C,. comme il a été in-, 
diqué dans le numéro précédent^ lie point F passera en 
F* y et la lignç F*!/ ^ menée par le point F* parallèle- 
ment k AC,ne pourra rencontrer que le prolongement 
du côté AB en -D'. 

•^6. En général > toutes Içs fois qu'il s'agit de distances, 
rapportées à un point fixe et comptées sur une même 
ligne, ou sur des lignes parallèles, celles qui sont afiec*. 
tées du signe -r— doiyent se prendre dans un sens opposé 
à celles qui sont afiPectées du signe -f-. 

£n effet , si l'on considère la situation respective de • 
deux points dont les distances à une droite quelconque > 
soient exprimées par a + ^ et a-^-<;^ il est évident 
que la distance mutuelle de ces points est b + Cy puis- 
que a + b'^^(a — e) = b + Cj et pour les placer de 
cette manière par rapport k une droite quelconque A' ff ^ 
Fig. 3a. jig. 3a , il faut tirer d'abord , spit d'un côté , soit de 
l'autre de cette ligne, k une distance AAz^Uy une pa- 
rallèle AB^ puis mener ensuite deux autres lignes paral- 
lèles à celles-ci, l'une Ç^, en dehors des premières 
et à une distance -^Q=6, l'autre Q'M', en dedans 
et k une distance AQ' ^^c. Par ce moyen, tous les 
points , tels que M et Bfy placés aux rencontres des 
dernières parallèles et d'une perpendiculaire à la ligne 
A'B^ y auront entre eux la distance exigée , et se trouve-^ 
ront dans une situation opposée par rapport à la paral->. 
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lèle intermédiaire j4B , de laquelle leurs éloignemeiis 
respectifs sont marqués par + b et — c. II est facile de 
Yoir qu'ils seraient tous deux du même côté de AB^ si 
leurs distances à la ligne A'B' étaient exprimées par 
a+ b et a + Cy parce qu'alors leur distance mutuelle 
serait b^-^c. 

C'est ainsi que les sinus > qui sont les distances des ex- 
trémités des arcs au diamètre AA\Jig, i o, et les cosinus^, Fig. lo. 
qui sont les distances au diamètre Bff^ changept de. 
signe en passant d'un c^té à l'autre de ces diamètres (sS). 
La tangente suit la même loi à l'égard du diamètre ^^^ 
et par la même raison. 

77. Ces considérations ne s'appliqudtit pa!? aussi im- 
médiatement à la sécante^pafce que.sadirection change 
à chaque instant : cependant elle n'en a pas moios 12a 
signe propre à ses diverses situations , et qui se tire de 

l'expression séc a == (g) dontle signe est le même 

^ne celai du cosinus ('")* »'': 

Les droites AD et Al/ ^ fig* 25 , qni représenienifag Fig. a5. 
racines de l'équation du second degré a* — aj:=x* (67) , 
quoique appartenant à dc^ valeurs de signes différeus^ 
ne sont pas opposées^ mais s'il s'agissait de les appliquer 
à la solution d'un problème où elles seraient considérées^ 
comme des distances à un point fixe^ mesurées sur une 
ligne de dicection constante , il faudrait les porter 4e 
différens côtés de ce point, d'après la règle du n® 76. 

• ■ . t , 

(^) On peut, ce iiie<8e.mble, donner, aae explication àsse? natu** 
relie des changemens de signe de la sécante , en observant que cette 
ligne prend réellement ane situation opposée , lorsqu'elle atteint la 
tangente par reztrémité opposée à celle oil elle y arrivait d'abord. 
En effet, dans les arcs AM' et A^" ) P^^^ lesquels Pexpres- 
si on de la sécante est négative , ce n'est plus le rayon CM qui 
aueint la tangente iVA^^ mais le rayon opposif. 



IIO APPLICATtQ» PS l'âLOÈBRE 

En effet y le problème du n® S*;, par exemple^ peut 
être énoncé ainsi : 

Trouver sur la droite AB = a , un point E , tel que sa 
distance AE au point A soit moyenne proportionnelle 
entre sa distance à Pautre extrémité B et la ligne en^ 
tière AB. Les deux valeurs de Tinconnue étant alors 
j4D et j4iy , la derniëre, qui se trouve affectée du 
signe — , doit être portée en jiE\ au-delà du point A^ 
par rapport au point B, Cette conclusion est facile k 
vérifier, car la valeur de ji!/ 'répondant à — * dans 
l'équation a* — aa;=ar*, vérifié TéqUation a* + ax:=x*j 
qui résulte du changement de '{' x en — x'j et cette 
dernière équation fournit la proportion 

a-^-x : x II X Va , 
qui revient à 

\ab + AE\ ou BÈ : AE :: AE : AB. 

Le problème suivant est encore très propre à faire 
connaître comment il faut înterpi^ter les diverses sola* 
' titMis qa'offse nae mémeéquatian. 

Fi^. 33. ' 78. Par un point E , fjg. 33 , placé comme on voudra 
à l'égard de deux droites AB et AC, perpendiculaires 
entre elles ^ mener une droite de manière que la partie 
D'F'j interceptée entre les deux premières ^ soit cPune 
grandeur donnée m. 
"Pour connaître la position cJe la ligne D'F^ déjà assu- 
jettie à passer par le point donné j6 , il ne faut qu'en dé- 
terminer un autre point , qu'on peut choisir comme on 
voudra; je prendrai pour cela ^i^> et puisque le point 
E est donné, je supposerai connues les lignes GE et 
ffE ^ menées de ce point parallèlement aux lignes AB 
et AC : je ieraî en conséquence 

GEz=za, HÈ = hj Aiy =:iy. 
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Cela posé, le$ triangles serablableg EGiy et F* AD' 
donnent 

Gjy : GE :: Aiy : JF, 

mais 

Giy = Ajy^AG as JJ/ — HE =^— ô; 
âônc 

Lb triiingl^ JP^-^IX étant rectangle en -^ , fournit 



qui , par la substitution des yaleurs de Aiy ^ AF et 
nfF" , devient 



.a^rS 



et '- • ■ ■ 

lorsqu'elle est déyelopjpée et ordonnée; ; 

Gçtte équation monte au quatrième degré ,- paW;^ qcre 
la question propôs*^ë à^^^èn généfd1,t|ûat0fr lîdliifkms. 
On voit eh effet, par l'tbspëcttbn de là Ç^ureV que 'l'on 
peut iféitopUï* de quâtt^ m^ïiîî'i'és rftfférènte les cortdi'»- 
tîoris du problème prcSpôs^/ s'âVôir t ■..,,'' 

Parteà deux lignés î^ if et !2)*'i^, màaé^ dansl'aû^ 
droit i?^C, ou se trouve pl4i|'fëf^^^ ;ï.:;.; .. 

Pois par tes deux :lîgneï"Z)*iF'*'^et D"'iF"', ttretoées 
àaiisi^s' angles CAS* et JÎ^C, adjâcens a Sangle 'BAC. 

Il li^eçl pas difficile de voir quç'lès 'àôlûtions de fWiglè 
^J^CpèuyëntdeTenirHm>(>ôssibt^^, 1orsi[]iié^it i^i^né^ 
est ïTu-dessbus d*ube"cek^ta{iië Kititté' qui dépend ée la 
position du point E, à l'égaré de^ drbftës AB et AK^,miâB 
que lés deux autres Mlcftions feront toujours réelles; car 
les lignes F^D^ elF^jy peuvent passer par te point A , 
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ce qui les rendrait nulles,' ou devenir parallèles, Fané 
à jiB, l'autre à ^C, et par conséquent infinies. 

Il n'est pas moins évident que la question se simplifie- 
rait, sans perdre aucune de ses solutions, si l'on prenait 
le point!? à égalé distance des di^oites A Cet AB'y car il 
suffirait alors de connaître une de celles de l'angle BAC 
et une des deux autres, pour les obtenir toutes les quatre. 

Si l'on savait mener D^F\ pai^ exemple, on en conclu- 
rait i>*i^, en prenant AP'r=:zAjy\ àcause que Je point 
E serait semblablement placé à l'égard des deuxî droites 
AC et AB \ et l'on déduirait, par la même raison , 
JfF"' de irP', en prenant Ar'" = AJf. 

D'après cette remarque, je ferai GE=HEj ou ûf=ô'5 
et l'équation proposée deviendra * ' 

y— aay+a^y-^'^'C:»'*— ^^:k+«*)=o (2). 

On ne voit pas encore comment elle peut être résolue 
plus facilement -que la. première j. mais la relatipxi.i)b- 
servée ci-dessus, entre les diverses solutions, va mettre 
la cbose <en évidence. . . . 

Les triangles ZX 4^ et IfAP", tTAF^ et D""AF"" , 
étant égawh, il s'ensuitçjje leç angljBs If F' A et D"F"A, 
VF' A et à"' F"" A, sont complémens l'un de l'autre, 
et que par conséquent *dèj^. que l'on connaîtra lesf angles 
HF' A , IffAj on fiura, les .deux autres, et toutes lefi 
solutions de la^uestipu: seront connues. Mais puisqu^on 
n'a de cette paaniëre <]ue deu.^ solutions à trouver immé- 
diatement| il est avantagei^x de déterminer Tangle que 
la droite comprise .entrée les lignes AB et AC doit 
f^Ire avec l'upe de ces lignes, avec ÀB y par exemple. .. 

En prenant pour inconnue la tangente de cet angle ^i 
le triangle. JD'J&G n^on Ire que 

X^^J^FA = tang VEG -•|^ = ^i= ^:r=f . 

,' ^ ^ . • ^ / • QE • . .a • d . 
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Si Ton faIt-2- = j&, on aura 

a 

yszax + ay 

etsvdxstttuant cette Taleur dans féquaticm (2)^ ii vien- 
drai après les rédactions , 

ou «♦ + 2*^+^ 1 =«* + 2*+*=<>* (y) 

.a 

Il est maintenant visible que si la quantité z' satisfait 
à cette équation^ la quantité -7 y satisfera pareille- 
ment (*) ; et en l'écrivant ainsi : 

«^ + 2«' + ^s* + 2» + 1 =—-«', 

a 

on reconnaît sans peine qu'en ajoutant z^ à chaque 
membre, le premier devient un quarré parfait , 

jS^ + 22^ + 2ji* + 2« + I +«* = (**+* + ')* î 
on a donc 



d'oi 

ce qui revient à 

(*) Cette ^aation est de celles qu'on nomme réciproques. On 
trouve dans le Complément des Élémens d'Algèbre Itf manière 
de les abaisser autant qu'il est fiossiblc ; et, parla transformation 
indiquée à cet effet; la proposée se réduit sur-Ie-<:hamp au second 
degré. 

Trigonométrie» $• édition. 8 
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Cette équation doit être considérée conmile équivalentç 
à deux équations du second degré, à cause des deux 
valeurs dont le coeffiqiçnt de son second terme est sus- 
o^pAiM y e* faisant , pour abrégçr , \/rnf' + a*:^ n, 
on en tire successivement 

a' H 2+1 = 0, 

a 
a* J- ! J8 + I = o. 

a 

Si l'on désigne par /, z" , les deux racines de la pre- 
mière , et par z" , z"" , celles de la seconde , on aura , en 
vertu du dernier terme égal à l'unité, 

zz =1, z z =IJ- 

et comme z exprime la tangente d'un angle, prise pour 
un rayon c=: i , il s*ensuit que les valeurs «' et z" appar- 
tiennent a deux angles complémens Tun de Tàutre , et 
qu'il en est de même de s^ et z"" {9), conformément à 
ce qui a été remarqué page 112. . 

En résolvant les équMions ci- dessus , il vient , par la 

première, 

par la deuxième, 



na 2a 

i 



mais 

V/(a + 7z)* — K= V^{n — a) (« + 3a) ; 

et puisque yi= \/m* + a* surpasse nécessairement a, 
on voit que les deux dernières valeurs de z seront lou- 
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joars réelles, tandis que les deux premières deyiendront 
imaginaires lorsqu^on aura n <^îa. 

Avant de parvenir à ce terme , les mêmes Taleurs 
deviendront égdfes si n = 3a , c'e$t«à^dire si 

V^i»* -f» a» ;=;= 3ai et faisant évanouir le radical, on 
obtient 

i»» + a* = 9a»; 
d'oi 

i^*3r8a*, ou m = V^* = 2a K'â, 
ce qui prouve qu*on ne pourra mener dans l'angle BAC, 
par le point ^^ aucune droite moindre que 2a \^^, 

. La qa^niit^ ^ étant alors V/8^^ ^ a* =s; 3a ,. les 
deuf pirçmîènes valeur» de % devienn^t égale» a i , 
et les deux autres sont — a ib l/3. Il suit de là que 
les deux lignesZXF'et lyF^ se oonfondent, en formant 
avec ^âfi un angle de o%5. 

Dans le cas général , si l'on hkl 

V^ (a — ^)' — 4 ^= ï/(» + a)(/t— 3a)=^;,, 

V{a + nf — 4a* = VJn^^ {p^-^-^^ = y , 

il viendra y pour les quatre valeurs de 2, 

, a ^^n — p f, à — »+p 
a = , * =— , f- 

2a 2a / 

-_ a-^n — q \„ _^ o-f-^ + y 
2a 2a 

Connaissant les tadagentea z' y a", a"', «*", on en con- 
clura les valeurs de j, aumojendc l'équation 

j' = az + a (page n3). 

Ces valeurs seront respectivement 

" a. 
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2 ' ^2 

2 2 



2 2 



Elles se oonstruiront aisément; car la quantité n est 
l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont les côtés /sont 
a et nif les lignes p et q s'obtiennent aussi par les 
triangles rectangles (69) , ou par les moyennes pro- 
portionnelles (70); et lorsqu'on aura les longueurs 
des quatre droites ci-dessus ^ les points jy , D" , V\ 
Xy" j seront donnés (*). 

79. Au lieu de prendre pour inconnue Tangle que 
doit faire avec AÈ la droite demandée , on eût pu 
chercher à déterminer la distance entre le point donné 
E et le point Ky milieu de la ligne lyW ^ pour en con- 
clure J^E* En faisant EK=x , et posant , pour abréger , 

m 
J/K = jFK = — =3 /, on aurait eu 

2 

iyE=VK+EK=l+x, EFz=:FK—EKz:^l^x, 
et les triangles semblables J^GE ^ EHP auraient 



(*) Si l'on compare Panalyse que je viens de faire des diverses 
circonstances de la question ci-dcSsus , avec celle que )^on trouve 
dans l'Algèbre de Bezont (3e vol. do Cours a Vusage de la Marine^, 
édition de 1781 , p. 334) • ^^ verra combien cette dernière est in- 
complète et fautive j elle n'indique que les deux solutions rcpré- 
scntc'es par les lignes lyp et L^F^,' 
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JffE : EG -.: EF : FB, 
ce qui revienl à 

d'oà Von aurait déduit l'équation 

a (/-*) = (/ + *) »/(/— s)» — a% 

qui^ par l'éléyation au quarré et le développement, 
serait devenue 

x^ — (i/* 4- 2a*)4c* 4- Z< — aa»/* = o i 

et pouvant la résoudre comme celles du second degré , 

on en aurait tiré d'abord 

« 

puis 

expressions faciles à construire , d'après ce qu'on a tu 
dans les numéros 69 et 70. 

Cette solution^ bien remarquable par son élégance > 
est tirée de VAriÛimé tique univerBeltè : Newton l'a 
donnée pour montrer comment un beufeux cboix d'in« 
connues simplifie la solution d'un problème. Celui qu'il 
a fait , dans la question qui m'occupe > lui a sans doute 
été suggéré par la considération que la distance EK 
ne peut avoir que deux grandeurs différentes , l'une 
relative atix solutions If F , D"F*' , et l'autre aux 
solutions ZX'/'**, /^""F''", et que p?ir conséquent ses 
quatre valeurs doivent, abstraction faite du signe, 
être égales deux à deux. Je conclurai de là que , pour, 
se déterminer dans le cboix de l'inconnue , il faut 
cbercber celle qui ^ dans les diverses circonstances que 
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peut offrir la question , subit le moins de changeaient 
80. Le petit nombre de questions résolues précédem- 
ment y suffît pour montrer comment l'Algèbre peut s'ap- 
pliquer à la solution des ^oblèmes.On a dû reconnaître, 
par ces exemples , que les circonstances relatives à la 
situation des lignes peuvent toujours être déduites de la 
considération des triangles^ et , moyennant les propriétés 
de ces figures y s'exprimer algébriquement. L'art de 
former les triangles dont il s'agit , et qui résultent, soit 
explicitement, soit implicitement, des conditions du 
problème proposé, ne peut , comme la facilité de mettre 
en équation les problèmes numériques, s* acquérir que 
par l'habitude (*). 

Les diverses expressions construites dans ce qui pré- 
cède ne se rapportent qu'à des lignes, parce que les 
problème$ qui les ont amenées n'ont pour but que des 
déterminations de lignes, et c'est ce qui arrive le plus 
souvent, puisque la détermination des figures se réduit 
toujours à celle de leurs dimensions. Cependant il peut 
^ présenter quelques cas où l'on cherche immédiate- 
ment une aire ou uïi volume y l'expression à laquelle on 
parvient doit ^ si elle est homogène, avoir, dans le premier 
Cas, à chaque terme de son numérateui" deux fitcteurs 
de pluà qu'à ceux de son dénominateur , et trois dans 
le second cas. 

Par exemple, i expression ^ ^ ^ — peut desi- 



(^ UAHihmétique unipenelle de Newton contient nae coUcc- 
lioB de problèmes aani prëcieuse par r«Uëgaoce des solutions que 
par la Tariélé des énonces; la Géométrie de position, par M. Car^ 
not, en renferme de très intëressans, et qui conduisent h des pro- 
^iric'ti^ de retendue fort remarquables. La lecture de ces ouvrages 
<SC de ceux de Thomas Simpson, sera très utile aux personnes qui 
tondroRt s''excrcer à la rvsoiutioft des questions. 
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giier une aire, el l'expressiou 7*7~/l — "" ▼olunae O- 

Construire ces expressions, c'est faire un rectangle 
dont l'aire soit équivalente à la preniièi*e^ et un parallé- 
lépipède rectangle dont le Tolume soit équivalent à la 
^conde; et pour cela on prépare , par Partifice analy- 
tique du n**68 , la première formulé , de manière qu'elle 
se réduise à un produit de deux facteurs , la seconde ^ de 
manière qu'elle devienne un produit de trois facteurs. 

£n effet, si l'on prend 

«ftV3=TO^it, a^d=m^k\ rf*=t=iiiV, 

la quantité m demeurera arbitraire, les quantités 
Ar, k', k", k", h"" se détermineront par les lignes pro- 
portionnelles , et l'on aura 

c^ + ad ~ ^ mk" + mk"" 

m^k-k'+k") ^^ mik ^k' + k") 

— 'î^ifii -^^ k'^ + k'" ' 

résultat qui peut être regardé comme l'aire d'un rec- 
tangle dont la base serait m , et dont la hauteur serait 
la ligne représentée par 

m^k—k'-^- k") 

k^ + k'" ' 
Puisqu'on est maître de prendre à volonté la ligne m, 
on peut la faire égale. à l'une des quantités employées 
dans l'expression à construire, ou bien à l'unité, si 
Ton en a choisi une. L'exemple ci-dessus se simpliiîc 
lorsqu'on prend m'=,a\ il vient alors 

b'c^d^k, d^k\ d^=za^k% 
c^>=ak'', d=zk"% 

[*) Dons Texpression finale do no 65, la lettre m ne doit |)oîht 
compter, parce quVjUe exprime un rapport et non pus nue lifiine. 
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tJ>'c — g V + flP _ g^ (it — rf-4- r ) 
^* c'+ad ~ aii*-\-d) 

Ce procédé s'applique facilement à la seconde exprès^ 
sion proposée 9 . 

a^ + b* ' 

En prenant tout de suite a au lieu de la quantité ar- 
bitraire m, on fera 

et il Tiendra 

«7 ^ J5^«_ cl? «7 4- a^k — a^k! 



al^ + b^ 



»t + a»r 



La dernière formule peut être évidemment prise pour 
le volume du parallélépipède rectangle dont la base est 
le quarré construit sur la ligne a ,' et dont la bauteur 
est la ligne représentée par 

t 

8i. L'Algèbre sefrt non^seulement à trouver la gran- 
deur «des lignes et des parties de l'étendue , comparées 
les unes aux autres , mais elle fournit encore le moyen 
de déterminer les figures qu'affectent ces lignes, et en 
gétiéral les formes de l'espace.'' Descartes , en remar- 
quant le premier que puisque ces figures et ces formes 
établissent y entre des droites, des relations de gran* 
deur , elles peuvent être exprimées par des équations. 
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est parvenu à appliquer l'Âlgëhre à la théorie des lignes 
en général ; et par celte découverte , les Mathématiques 
ont entièrement changé de face. 

Si l'on conçoit, par exemple j^que de tous les points 
d'une ligne quelconque D£,Jig. 34, on ait abaissé Fig. 34- 
des perpendiculaires FM y P'M! ^ P'M", etc. , sur une 
ligne droite AB^ tlomtée-de iK>sition, et qu'à partir d'un 
point A pris à volonté sur cette ligne y on ait mesuré les 
distances APy AP^yAP"y etc., chacune de ces distances 
et la perpendiculaire qui lui correspond , seront liées 
entre elles de manière que l'une se conclura nécessaire* 
ment de l'autre. En efiet , quand la grandeur de AP 
sera fixée , la rencontre de la courbe DE avec la per- 
pendiculaire élt^vée par le point Py sur la ligne AB y 
donnera la grandeur de PM ; et quand on aura cette 
grandeur, que je supposerai représentée par ab y on 
obtiendra AP eh prenant sur AC, perpendiculaire 
à AB y une partie AQ^=. àb y et en menant ensuite, 
parallèlement à AB, la droite QM qui rencontrera la 
ligne DE dans un point M , pour lequel on aura né- 
cessairement PM^szab, 

Rien n'empêche d'imaginer que les lignes APy PM 
soient rapportées à une ligné commune prise pour 
unité, et que, sous ce point de vue, elles soient re- 
présentées par des nombres ou par des lettres. Si la re- 
lation qui est entre AP et PM, entre AP^ et PM'y etc., 
peut être exprimée par une équation algébrique, cette 
équation caractérisera la ligne DE y et en fera con- 
naître successivement tous les points; c'est ce qu'on va 
Toir sur deux exemples très simples. 

82. Je prends pour le premier la droite AE ,Jïg. 35, Fig. 35. 
menée par le point A\ toutes les perpendiculaires PMy 
P*M'yP"M"y etc., abaissées de chacun de ses points 
sur la ligne ABj détermineront une suite de triangles ^ 
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APMy AP'M' y AP"M\ etc., tous semblables entre 
eus y et qui donneront 

AP : PM :: ap' : p'm' :: ap" : p^M" :: etc. , 

ou , ce qui revient ai| ftiême , 

^P ~ 'aF' ~ AP' ~^*'^' 

m 

La relation de toutes les distances AP aux perpendi- 
culaires PM esl ici bien Jacile à saisir; elle consiste dans 
le rapport ' constant de chacune des premières avee 
celle des secondes qui lui correspond; et si Ton désigne 
ce rapport par a , on aui*a 

PM-ay^APyP'M'^aXAP' y P^I^r^aXAP", etc. 

Toutes ces équations , qui semblent particulières à 
chaque point de la droite y^£, peuvent être comprises 
dans une seule ^ en désignant la distance du pied de 
la perpendiculaire au point A y quelle qu'elle êoit» 
par ar , et la perpendiculaire elle-même par y, car on 
aura alors ^=a:p. Cette équation, qui renferme deux, 
inconnues, Xyy^ ne peut donner la valeur que d'une 
seule, et cela après que l'on a fixé arbitrairement la 
valeur de l'autre : lorsqu'on assigne à x une valeur quel- 
conque APyj prend la valeur correspondante PM, Si 
l'on a, par exemple, «=5, on trouve PM:=:{ APy 
c'est-à-dire qu'en prenant PM égale à la moitié de * 
AP^ le point M est sur la droite AE , et non ailleurs- 
La ligne AE ne se termine pas brusquement au point 
A\ on doit, pour embrasser toute son étendue , la con- 
cevoir prolongée en AE\ au-dessous de la ligne ABy et 
à gauche de la ligne AÇ. Cette dernière partie est com- 
prise aussi dans l'équation y:=zax'y car on peut donner 
à ;v, dans celte équation, des valeurs négatives, et ce^i 
valeurs I exprimant les distances à la ligne AC y doivent 



1 « 
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être prises du eàié opposé à celui oh l'on a porté les va^ 
leurs positives (76] : elles donneront donc des points tels 
que py placés en arrière du point Â, Mais les Taleuiss 
correspondantes dey étant aussi négatives , doivent être 
prises du côté opposé à celui oii l'qn a port^ les valeurs 
positives, c'est-à-dire au-dessous de AB, comme /7m; et 
il est visible d'ailleurs que , si j4p est prise égale k AP^ 
pm aéra pareillement égale à PM : on tombera donc de 
cette manière sur les points du prolongement AJS' de 
la droite ^^. 

83. Je considère en* second lieu le cercle décrit du 
point A , fig. 36 , comme centre , et d'wn rayon égal à ^*S' ^^* 
la ligne AD, Ce qui distingue les points de sa circonfé* 
rence des autres points du plan / c'est d'être tous à utfe 
distance du centre Ay égale au rayon AD ; et par con-^ 
séquent*^ quelque part que l'on prenne le point M sur 
cette courbe , les droites A Pet PM seront les côtés d'un 
triangle rectangle, dont l'hypoténuse A M serai égale à 
AD. En faisant donc 

AP=Xj P]lf=j, AD = r, 
on aura 

et l'on tirera de là 

équation au moyen de laquelle, en se donnant x ou AP, 
on aufà^ par le secours du calcul , et sans qu'il soit be- 
soin de construire là :fîgure,^ ou PM , ou du moins le 
rapport de cette ligne avec le rayon. £n prenant^ par 
eaLemple, «= ^ r, il viendra 

On concevra sans peine que l'on peut déduire de la 
même expression, les lignes PM pour tous les points 
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de la ligne AB, compris entre A et D, L'équation 

y '=L ^/r* — x^ prouve aussi bien que la description 
^^métrique de la circonférence du cercle . que cette 
courbe ne doit pas s'étendre- au-delà du point D\ car 
pour prendre le point P au-delà de celui-ci , il faudrait 
supposer x ^ AD y ou > r, et dans ce cas, la valeur 
de y deviendrait imaginaire. 

Quoique je n'aie considéré (jue le quadrant ED ^ 
les trois autres, qui complètent la circonférence, sont 
compris dans l'équation x^ + J'*= '"*> C3»r Vordonnée j' 
ayant, pour une même valeur de ar, dejix valeurs, savoir : 

+ v/iï^l? et — V/r^^^^, 

la seconde doit être portée du côté opposé à la pre- 
mière (76), et fournit par conséquent toupies points du 
quadrant E'D. Mais on peut aussi donner à x des va- 
leurs négatives qui doivent se porter de ^ en D\ puisque 
les valeurs positives ont été portées de -<^ en Dj et à 
chacune de ces valeurs répondront deux valeurs de y • 
la valeur positive donnera les points du quadrant ED' , 
et la valeur négative les points du quadrant E'D\ 

84* Quoiqu'on ne tire des équations 

y=:axy y=z±:\/r^ — a:% 

que des valeurs appartenant à ûes points toujours dis- 
joints, néanmoins la continuité qui résulte delà des- 
cription de la ligne droite et du cercle représentés res- 
pectivement par ces équations » n'est point violée, parce 
qu'on peut toujours déterminer par leur moyen deux 
points aussi voisins l'un de l'autre qu'on voudra, puis- 
qu'il sufi&t pour cela de prendre pour x deux valeurs 
consécutives presque égales, et que rien ne limite la pe- 
titesse de la différence qu'on peut mettre entre elles. 

85. Cette manière de représenter le cours des lignes, 
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cVst-à-dire ]qs circcmstances de leur forme et de leur 
situation, en les rapportant à une droite, par des per- 
pendiculaires, mérite la plus grande attention; on yoit 
quelle revient à déterminer la position d'un point quel- 
conque, par le moyen de ses distances à deux droites 
u4B et u^'C, perpendiculaires entre elles. Le point Mj 
fig, 34, est en effet déterminé lorsqù^on a les distances F*g«« 54« 
AP et AQ j puisqu'il se trouve à l'intersection des lignes 
PM et QM menées par les p^nts P et Q, parallèle- 
ment aux droites AC eX AB. 

Les lignes AP elAQy ou leurs égales, QM et Pilf , 
se nomment des coordonnées. On se sert ordinairement 
du mot abscisse pour désigner celle qu'on suppose con-* 
nue, et l'on donne a l'autre le nom S ordonnée. Ainsi, 
dans les exemples précédons, où j'ai toujours exprimé 
les lignes PM par les lignes AP^ PM était l'ordonnée, 
et AP l'abcisse. Les lignes AB eX AC ^ qui déterminent 
la direction des coordonnées, se nomment les axes des 
coordonnées. 

Il faut bien observer que pour les points situés sur la 
ligne AB^ la distance -^Ç ou PM est nulle, et que nar 
conséquent, si on la représente parj', on a pour tous ces 
pomts,j^ = o; par la même raison, ^^n a QM ou AP ^ 
ou ar=o, pour tous ceux qui sont places sur l'axe AC-^ 
et enfin au point A , qu'on nomme l'origine des coor^ 
données ^ on a en même temps ' 

En ne donnant que les valeurs absolues de .l'abscisse 
AP et de l'ordonnée PM, le peint M reste encore indé- 
terminé à quelques égards i car on ne contiaît alors que 
les distances de ce point aux droites indéfinies B^' et 
CC,fio^. 37-, et en conservant ces mêmes dislances, t'ig- 37- 
il pourrait être indifféremment dans l'un quelconque 
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des quatre angles BAC, B'AC, B'AC\BAC)mh\s 
les combinaisons des signes affectés aux coordonnées 
AP et PMy font connaître dans lequel de ces angles 
se trouve le point proposé. En effet y étant convenu 
d^ donner le signe *f- aux parties de la ligne JB ^ en 
allant de A vers B , le signe -*- sera celui qu'il faudra 
assigner aux parties de AB', en allant de A vers B\ De 
même y si l'on a donné le signe + aux parties de AC, 
en allant de A vers C, les parties de AC^en allant de A 
vers C j seront nécessairement affectées du signe — . 
Gela posé^ on aura 

Rjr i + ^P ou + X 

BAC......^^pj^ +y 

ffjc. [ — '^^ — ^ 

pour le point MJ l + PM + y 

de l'angle \j^ j^ ( — AP — x 

^^ \—PM -y 

,-^ {tf« i;. 

Le choix des lignes ABet AC, perpendiculaires entre 
elles ^ n'est pas le seul qu'on puisse faire pour déter- 
ipiner^ sur un plad^ la position d'un système quelconque 
de points; toute combinaison de lignes capable de fixer 
la position d'un points ses distances à deux points don- 
nés, par exemple 9 serait également propre à cet usage; 
mais dans le plus grand nombre de cas ^ les œordonnéea 
peipendiculairea sont celles dont l'emploi présente le 
plus de facilité; et l'on verra plus loin plusieurs exem- 
ples du passage de ces coordonnées à diverses manières 
d'assigner, sur un plan , la position des points. 

86. L'équation qui exprime! les relations entre les AP 
et les PM, pour une ligne dobnée, s'appelle l'cl^r/af/o/i 
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de celte ligne ^ et cdienct se nomiiie à son tour le iieu 
de l'cquation qui lui appartient. 

Il est TÎsible que toute question géométrique indéter- 
minée renfermant deux, inconnues^ conduit à un lieu 
géométrique. S'il s'agissait » par e^iemple , de former 
tous les triangles rectangles que l'on peut construire 
sur une hypoténuse donnée a , en nommant » et ^ les 
côtés de Tangle droit de ce triangle^ l'équation du pro- 
)>lème serait x^ -^ ^* =? a' ^ et l'on satisferait à la qoes* 
tion en décrivant sur uo rayon égal à a, un cercle, 
et en abaissant de tous les points de ce cercle des per- 
pendiculaires sur l'un de ses diamètres :. le cercle serait 
le lieu de tous les sommets de l'un des angles aigus de 
ces triangles. 

L'équation d'une courl^e s'obtient toujours en expri- 
mant analjtiquement , ou l'une quelconque de ses 
propriétés, comme on l'a fait pour la ligne droite, ou 
les circonstances de sa description , ainsi qu'on en a 
usé à regard du cercle. Réciproquement, une équation 
quelconque, considérée en elle-même, donne aussi 
naissance à unç courbe dont elle fait connaître les pro- 
priétés. Ce dernier point de vue étant le plus général et 
le plus fécond, c'est désormais de la considération des 
équations que je déduirai les lignes. 

87. De toutes les équations à i\e\x\ indéterminées, la 
pins simple est celle du premier degré ; et elle appar- 
tient à la ligne droite, la plus simple de toutes les lignes. 
Celte équation peut ctre représentée par Cy=y/ar + ^; 
mais en la divisant par C, elle ne perdra rien de sa gé- 
néralité, et deviendra j'= j?î a: + 7;7 ou^ss/ïx + i, 

en faisant — = a , 77 ^= ^ .' c'est sous cette forme que je 
remploierai désormais. 
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Supposant d'abord que b soit nui , on aura 

^ = axy ou- = a; 

X 

m 

c'est-à-dire que dans toute Vétendue de la droite , le 
Fig. 35. rapport de PM à AP^fig, 35 , sera constant. Cette pro- 
priété , qui n'est que l'expression de la similitude des 
triangles -r^PM, AP'M', etc, et de laquelle il résulte 

que -j^ = -jnT = etc., quelque part qu on prenne les 

points Py P'y etc. , sur la ligne AB, ne peut appartenir 

qu'à la ligne droite AE y menée par le point A y origine 

des coordonnées. 

y 
Le rapport -, ou le coefficient a, dépend de Fangle 

que fait la droite AE avec l'axe des abscisses AB\ mais 
dans le triangle APMyqne je suppose rectangle en P> 
le rapport de PM à AP est égal à la tangente i\e l'angle 
PAM{3o) : a représente donc la tangente de cet angle. 
En considérant l'équation yrrzax + b, on voit que 
la nouvelle ordonnée y ne diffère de la première ,j=:ax, 
qu'en ce qu'elle la surpasse de la quantité 6^ d'où il suit 
que si l'on prend AD-=b , et qu'on mène la ligne DFpA- 
rallèle à AEy elle sera le lieu de l'équation j'= a* +6^ 
puisqu'on aura 

PN =PM +MN =PM +ADy 
P'IS'z= P'M' -i- M']^' =: P'itr +ADy 
etc. 5 

et il faut bien remarquer que le coe£Bcient a restera le 
même pour toutes les droites parallèles à AE. 

Il est aisé de voir que rien , dans l'équation j^=ajf4~^> 
ne limite les valeurs que l'on peut donner à x, et que par 
conséquent celles de^ deviendront aussi grandes qu'on 
voudra i mais en même temps ; rien ne bornant le cours 
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3e k ligne DF dans l'espace indéfini BAQ^ on trouvera 
tonionrs des abscisses et des ordonnées asses grandes 
pour représenter les râleurs dej^ et de x qui satisferont 
à Péqaation proposée. 

En faisant jp= o, on aura^=&, et cette yaleur ap- 
partiendra au point Z> oii la droite DF rencontre 
l'axe AC des ordonnées. Lorsque x sera négatif^ oti 
trouyera 

et si ax est moindre que b\ y sera encore positif > mais 
moindre que b ou AD. Le cours de la ligne DF 
montre que cette circonstance ne peut avoir lieu que 
dans la partie DF' ^ correspondante à des abscisses Ap^ 
situées du côté opposé aux abscisses AP que j'avais 
choisies pour représenter les valeurs positives de «; 
c'est donc de ce côté qu'il faut prendre les valeurs né- 
gatives de X. 

Pour trouver la valeur de x qui répond au point f 
oii la ligne Z>F rencontre l'axe AB des abscisses^ il faut 
feire yssiOyCe qui donne 

a4P + t>=:o, et « = ^=^ Af, 

Lorsque x , restant toujours négatif^ sera devenu plus 

grand que la quantité-, y lui-même deviendra néga- 

tif ; mais au-delà du point^ la ligne DF se trouve au- 
dessous de la ligne AB ; l'ordonnée pn tombera donc 
du côté opposé à celui oJi elle était située d'abord , et 
par conséquent les valeurs négatives de y doivent se 
porter du côté de la ligne AB^ opposé è celui qu'on a 
adopté pour les valeurs positives. 

Ces remarques > qui confirment ce qui a été dit dans 
le n® 769 ne sont pas particulières à la ligne droite. On 

Trigonométrie. 8* édition. 9 
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ne saurait y faire trop d attention ; car c'est de l'emploi 
des quantités négatites dans les figures ^ que dépendent 
en grande partie les diyerses formes, qu'affectent les 
lignes courbes. 

L'équation j^ = ax-^b ne renfermant que deux cons- 
tantes , a et 6 , dont la yalenr particularise la droite 
que l'on considère , en la distinguant de toute autre, il 
s'ensuit que deux conditions suffisent pour déterminer 
cette droite. Celles qui s'offrent les premières, sont de 
l'assujettir à passer par deux points donnés , ou bien à 
être parallèle ou perpendiculaire à une autre droite 
donnée , et à passer en outre par un point donné. On 
aura besoin dans la âuite de connaître la forme que 
prend l'équation j^=ax+&> pour satisfaire à ces di- 
verses conditions; c'est pourquoi je Tais les examiner 
chacune en particulier. 

88. Si l'on cherche l'équation de la ligne droite qui 
passe par deux points 9 dont les abscisses soient « et a% 
et les ordonnées fi et S^, on mettra successivement et et «' 
à la place de x, fi et 0' a celle àey^ et l'on aura 1 pour 
déterminer a et 6 , lesf deux équations 

>. d'où l'on tirera< , - ^ 

«t il -en résultera 

et "■■■et et """flC 

pour l'équation de la droite cherchée. 

On peut donner à ce résultat une forme plus simple; 
^car si l'on retranche de l'équation j^ = ax + A , l'une 
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des deux équations ci*des8ns, là première , par exem- 
pie, b dîsparaitra, et il Tiendra 

Cette dernière équation sera celle d'une droite assujettie 
à passer par le point dont les coordonnées sont « et iS^ et 
£iisant d'ailleurs aTec l'axe jiB un angle quelconque : 
en j mettant > au lieu de a ^ la yaleur trouvée précédem- 
ment , on aura 

et ""■ CL 

Là distance des points proposés , ou la partie qu'ils 
interceptent sur la droite chercbée» aura pour expres- 
sion 

cela se voit évidemment , en supposant que N et ^ re- 
présentent ces points; car leur distance iVJV^ étant Tliy- 
poténuse du triangle rectangle NRN*, il s'ensuit que 

89. Pour obtenir l'équation de la ligne droite qui 



('*') L'expression de JYjy devrait, à la rignenr, être précédée du 
double signe db; car lorsfja'on demande sealement la distance absolue 
de deoz points iV el IV' , on nUndiqoe pas si elle doit être comptée 
dn point JYyen le point IV, 6n en sens contraire, dn point IV' yers 
le point JV, ce qai en changerait le signe (74*76)» «t lequel de ces 
dextt sens doit être afiècté dn signe -f- •* mais quand, sur ce sens, 
qui est entièrement arbitraire, on a fait une convention, le sens op- 
posé prend en conséquence le signe—. Soit en efktjri-^fissaÇx — ai), 
réqnotion de la droite />F; il s'ensnit que/3'— /3=:a(«' — «), et 

par ob l'on voit que cette distance JVJV' change de signe avec a.' — «, 
et que le point iV' se trouve en avant on en arrière du point JY^ 
aelon que mf ^ ou ^ que «. 



!•• 
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passerait par le point dont les coordonnées sont at et i9 , et 
qui serait parallèle à la ligne répriésentée par l'équation 
yi=:a^'\~b\ il suffira de substituer a' au lieu de a, dans 
l'équation ^— /S=s(a(* — et) qui satisfait déjà à la pre^ 
mière condition*, puisque , d'après le n® 87, le coefficient ^ 
de X est le même dans les équations des lignes droites 
parallèles entre elles; on aura donc pour celle qu'on 
cherche 

Fig. 38. 90. Enfin, si j4E et AI ^ fig* 38, sont deux droites 
perpendiculaires entre elles,, passant par l'origine A y 
et que sur l'abscisse AP^ on élève les ordonnées PM et 
PM' y on trouve, en comparant les triangles semblables 
APM et APM, que le rapport de AP à PM est inrerse 
du rapport de AP à PM!, en sorte que si a est le coeffi- 
cient de X dans l'équation de AE (87) , ce coefficient sera 

-dans celle de AL Mais les ordonnées de cette der- 
a 

nière, tombant au-dessous de AB, doivent , par le n^ 76 ^ 

être affectées du signe — : les équlitions des droites AE 

et AI seront donc 

Considérant éiisuite les droites DF et GH, respecti- 

(^) On ]i>arvieùt aussi à ce résultat sans s'appuyer sur lé n* ^iSj 
Fig. 39. car nnclmaison des deux droites AM et AM^^fig. 39» menées par 
Forigine A , détermine la forme du triangle compris entre cette ori- 
gine et les points ilf et M* correspondans à la même abscisse AP^ . 
triangle dont les c6tés sont faciles à calculer, par les équations des 
droites, que je suppose 

fin eifet, éi AP^x, ona PM^ax, PM'^a'xy 
MM-zzPM-- PM*=^dx'^a'Ki 
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vement parallèles aux droites AE et Aly et par consê» 
quent perpendiculaires entre elles, on trouvera pour 
leurs équations 

y=zax + b et ^= — -«4-6' (n® précéd.). 

ê 

$i la seconde doit passer par un point dont les coor- 
données soient « et ^ , son équation deviendra 

91.' Deux lignes qui se coupent ont, à leur poînt 
d'intersection^ les mêmes coordonnées; en sorte que 
pour trouver celles du point de rencontre des deux 
droites données par les équations 

y = ax + b , 

]es triangles rectangles APM, APM% donnent 

AM'Im AP^ PM'Lx* 4- a'»x« i 
et quand ces droites deviennent perpendiculaires entre elles, le 
triangle MAM^ devient rccungle en A ; MM' , qui «n est alors 
i rhypotënnse , doit satisfaire à Téquation 



MM^^AM-hAM', 
que les valeuri ci-dessus changent en 

(ax — a'x)« = ajf«.-f- «*«•.+ «'•«»• 
Développée , réduite et divisée par ax* , elle revient à — ao' = 1 , 

d'oii l'on conclut a' := — -, comme ci-dcssns» 

a 

Il est bon d'observer que le signe — indique ici le changement que 
doit subir la figure, quand Tangle A/^^ ' devient droit, circons- 
tance qui ne permet plus que les deux Ugnet^AM et AM' aoïcat du 
même côté de Taxe AB, ainsi qu'on l'avait supposé d'abord j l'Al- 
gèbre opère donc sur la situation de ces lignes un redressement ana- 
logue à celui qui a Heu par les solutions négatives , dans le» ques- 
tions numériques. ( Voyei les Elcmens iV Algèbre. ) 
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il n'y a qu'à supposer que les inconnues x et y ont la 
même yaleur dans l'une et dans l'autre équation : on 
aura ainsi 

ojp -f- 6 = a'x + 6', 

ce qui donnera 

b — V afb—aV 
X = -7- — et V = — 7 ^ . 

On y oit par ces valeurs j que le point de concours est 

d'autant plus éloigné des axes AB et ACy que la quan- 

. tité cJ-—a est plus petite , et qu'enfin xety deviennent 

infinis ) lorsque ci z^^a^ c'est-à-dire lorsque les droites 

proposées cessent de se rencontrer; ou sont parallèles. 

92. Il peut être utile de connaître la longueur de la 
perpendiculaire abaissée d'un point donné sur une ligne 
donnée ; et l'on j parviendra en clierchant les différences 
entre les coordonnées de ce point et celles du point où 
la droite donnée rencontre la ligne qui lui est perpen- 
diculaire. 

L'équation de la première étant 

yszzax-^-hy 
celle de la seconde sera 

jr — ^ = -.i(a; — et), 

si «& et jS désignent les coordonnées du point donné ; mais 
on peut mettre Téquation j/'s=saa; + & sous la forme 

y — /3=ax + 6 — jS — oA-^^att^i 

qui revient à * 

y — iS=sa(jp — <t) -(- ^— -|8-(-a«; 

et, jointe à^ — i3 = — — (x— ce), elle donnera 

CL 

a (fi — a«e— ô) _ 0— a« — b 

jr — «t= — ' — ; 9 y— jBss— • — -— , 



A LA GÉOMÉTRIE. l35 

Sabstituant ces yaleurs dans l'expression 



v'ix-cty+ij^-^y (88), 

on aura, pour la longueur delà perpendiculaire cherchée, 

/g — Oàt — b 

93. Ce qui précède conduit à l'expression du sinus ^ 
du cosinus et de la tangente de l'angle que forment 
entre elles deux droites données. Soient 

les équations des deux droites proposées ; il est évident 
que l'angle qu'elles comprennent ne changerait point 
si on les faisait mouvoir toutes deux parallèlement à 
elles-mêmes jusqu'à ce qu'elles passassent par l'origine 
des coordonnées; et alors leurs équations se réduiraient à 

y=zaxy y-s^alx (87). 

C'est dans cet état que je les considérerai *, et je les 
représenterai par les lignes AM ^X AM\fig, 4o. Ayant Fig. 4a. 
pris sur l'une d'elles un point M' dont les coordonnées 
soient désignées par <t eX iS, la perpendiculaire MAf 
abaissée de ce point sur l'autre ligne AM, sera ex- 

primée par —j=.= , a cause de ^=0 (92) j mais si 

l'on fait AM^ = r, les coordonnées du point A étant 
nulles^ on aura 

•^^— *— — "^'— ^— *"— ^^^'^'^— " ' ■^— »»— .— ^» Il II ii.iipiiii ,, 

{^) Ceite longueur, surrant ce qu'on a vu dans la note de la 
page i3i j serait susceptible du double signe dz. En la prenant posi- 
tirement ici, lorsque y3.^ aet-hf^ y on établit que le point d'oà est 
menée la perpendiculaire est au-dessus de la ligne donnée, conyen-* 
tion d'après laquelle cette perpendiculaire doit devenir , et devient 
en effet négative lorsque le point passe au-dessous de la ligne , parce 
qn'alo/s fi^ax + b. 



^ 
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et parce que le point M' est sur la ligné AM dont 
l'équation est y = dx , il s'ensuÎTra ^ = aV Cette 
équation combinée avec la précédante , donnera 



^ 



clr 



substjtuapt ce$ valeurs dans celle delà perpendiculaire, 
on trouvera 

- ^ ■ ■ i' • 

l/i + a* \/i+a'^' 

et si l'on donné à la perpendiculaire MMf le noiA de 
sinus , qu'on lui a assigné dans la Trigononpiétrie ^ on 
aura 

• ■ * - . • 

sin MAÂf = ^ 7^ , 

en prenant r pour rayon. 

Si l'on retranche de r*, le quarré de cette expression , ' 

on aura celle de AM , ou du quarré du cosinus de 
l'îingle MAM\ savoir, 

[cosMAM'Y^ 

r»( I +a^) ( 1 +a ")— r^(a — g)'* _ r*(i+2V+flV*) 
-^ (i+û»)(i+a'^) ^ (i+a*) (i+a'*) * 

et prenant la racine quarrée ; il viendra 

r(i+aa') 



cos MAM' = 



enfin, faisant r= i , on tirera de ces deux expressions, 

sin MAM' ci — a 



tang MAM! =: lotTîkJti = — T 

" cosM/^M 1 + 



ad' 



J'aurai^ pu déduire, immédiatement cette dernière 
valeur, de la formule 
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teBg(pdbg)= *"'g/'±t^6g ^ 

rapportée dans le tableau de la page 33 , puisque Tangue 
i^ÀM' est la différence des angles BAUf et BAM, et 
que par conséquent, si l'on désigne ces derniers p^r p 
^t qj on aura 

Ung/>=a', tang^ssa, et tang (/>— y)3=^j--j-~F 

4X>mine ci*dessus; mais cette formale repose sur celles 
du numéro 1 1 , obtenues par le moyen d'une construc- 
tion, et )e me suis proposé de tirer des seules équations 
des lignes tout ce qui est nécessaire pour l'application 
de l'Algèbre à la Géométrie. 

g4* L'équation du cercle trouvé^ dans le n^ 83 n'est 
que particulière, parée qu'on a donné au centre une 
situation déterminée, en le mettant à l'origine des coor- 
données. Pour généraliser Téquation de cette courbe , . 
il faut avoir l'équation du cercle DEIXE^,^. 36, en ^'^' ^ 
prenant pour origine des coordonnées le point A' , 
placé d'une manière quelconque par rapport au centre 
A, et pour cela , il sufBt d'écrire analytiquement que la 
distance de ce centre à cbacun des points de la circon- 
férence est égale à r. Or si l'on désigne par p et q les 
lignes JTA' çtA'A, qui sont alors les coordonnées du 
centre A, par rapport aux axes A'B' et A^C, et que 
l'on fasse A''Q=:x, QM=y, il vient 08) 

AM=r:=: V (.^ — pT 'i' (y — qY , 

d'où l'on tire, en quarrant les deux membres et en 
développant , 

Af* — npx +/>• + j'* — ^qy + S'* ~ ''*• 

Cette dernière équation est la p)us générale que l'on 
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puisse obtenir pour le cercle y en le rapportant à des 
coordonnées rectangles : elle ne peut être particularisée 
que par la détermination des trois quantités constantes 
Pf q et r, dont les deux premières fixent la position du 
centre, et la troisième représente le rayon. Il suit de là 
qu'il faut trois conditions pour déterminer la position 
et la grandeur d'un cercle; et c'est aussi ce qu'on a yu 
dans les £lémens de Géométrie. 

Si l'on Toulait déterminer le cercle qui passe par trois 
points dont les coordonnées soient 

a et fi, A'et0, â" et 0'' , 

on mettrait « , /, a" à la place de * , et iS , /S' , jS* à celle 
Aey'yOn formerait ainsi les trois équations 

!.'«— 2^*' +/?' + i8'* — ajr/g' + q^ = r», 
*"--,.2/7*''+/>* + ^"* — 2^/3'+ q'^ — r^f 

qui ne renferment que trois inconnues, savoir,/?, q et r» 
Si l'on retranche successsiTement la première de la 
deuxième et de la troisième , on aura , en effaçant ley 
termes qui se détruisent, 

Ces deux équations ne contenant p et q qu'au premier 
degré , font yoir que le centre du cercle demandé ne 
peut avoir qu'une seule position ; et quant au rayon , 
comme on a immé^iAtepoyent 

r= V/flt* — iipai +/)» -f 1* — ^q& + q* , 

il n'est susceptible que d'une seule grandeur : on ne 

peut donc faire passer par trois points qu'un seul cercle» 

liCs résultats de la résolution des équations ci-dessus 
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étant inutiles pour oe qui doit soiyre, fe ne l'acbèYerai 
point y mais je ferai remarquer qu'elle pourrait s'abr^er 
par l'e&t de la sjmé(rie de ees équations» qui mène- 
raient aisément à la construction donnée dans les £lé- 
mens de Géamétrie. 

95. L'équation générale du cercle , 

se simplifie de plusieurs manières qui méritent d'être 
remarquées, parce que les formes qu'elle prend alors 
sont employées fréquemment dans l'analyse. 

Si l'on y fait/7=o , q=Oy on retombe sur jp^-f-j^^sar*. 

Pour placer l'origine des coordonnées sur la circonfé- 
rence du cercle, il snfiBt de faire />*-|- jr*=:r*, puisque 

yp^ + î'* exprimant la distance du centre à l'origine, 
il s'ensuit que cette distance est alors égale au rayon 'y 
et l'équation /?' + 9' = 7* réduit celle du cercle , à 

op* — 2,px +y^ — ajy = o. 

Enfin si, pour plus de simplicité, on mettait l'ori- 
gine à l'extrémité 2^ du diamètre , le centre se trourant 
alors sur l'axe des abscisses , son ordonnée q deviendrait 
nulle, son abscisse/? serait égale au rayon r, et l'équa- 
tion ci-dessus se cbangerait en 

«• — 2rx +^* = o , ou ^* = ^rx — x^ . 

Cette dernière et la première , jr^+^^risr*, sont celles 
des équations du cercle dont on fait le plus fréquent 
usage. 

96- Ce qui précède étant bien compris , toutes les 
questions que l'on peut proposer sur la ligne droite et 
sur le cercle se ramènent facilement à l'Algèbre, sans 
qu'il soit besoin de recourir k d'autres propriétés des 
figures, qu'à la relation qui existe entre les trois côtés 
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dhin triangle rectangle C), Soit pour premier exemple,, 
cette question :' 

Deux lignes droites^ AE et DE ^ fig. 4 1 > étant données 
Fig. iUpar les angles qu'elles font apec une troisième AB, et 
par la partie AD qiûeUes interceptent sur cette troi- 
sième j trouver sur une ligne AG y perpendiculaire à AB , 
un point G, par lequel ^ menant une droite GK y paral- 
lèle à AB y la partie HK , comprise jentre AE et DE , 
sQtt d'une grandeur donnée. 

Pour former les équations des droites AE et ED y je 
nomme a et a' les tangentes des angles EAD et EDA, 
qu'elles font respectîyement ayec la droite AB ; je 
prends celle-ci pour rax,e des abscisses dont je place 
l'origine au point A y ainsi que celle des ordonnées jr 
que je conçois parallèles à AC , et je fais ADz=::m. La 
première droite ayra pour équation j^sajf,, puisqu'elle 
passe par le point A ; la seconde devant p^ssjsr par le 
point D, auquel 

yz=.o(8S) et x^=sMy 

sera représentée pair 

^ = — a (« — *), 

en observant que l'angle EDB (tourné dans le même, 
sens que l'angle EAD), étant obtus y sa tangente est 
celle de Tangle EDA prise négativement (25) : on aura 
donc ces deux équations 

yz=iasey j^ = ^ û' (of — a). 



9 

{^) Dans les Doces qu^il a placées à la suite de ses Elémens de 
Géométrie, M. Legendre déduit celte relation des premières couse- 
quences de la superposition des triangles e'gaux, par un moyen très 
élégant ^ mais les considérations qu'il emploie pour cela sont malheu- 
reusement trop abstraites pour pouvoir servir de base à un livre 
élémentaire , et porter dans Tesprit celte conviction intime qui ré- 
sulte des notions reçues immédiatement par les sens. 
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Pour obtenir leis points 17 et /iC , où les droites qu'elles 
représentent rencontrent la ligne GK, parallèle à AB,, 
il suffît d'y fùireyrzzAG'j si donc on pose AGz=:t, 
on aura 

prenant la Taleur de x dans chacune de ces équations, 
il Tiendra 

£ eta — i 

a ^ a 

Ces expressions sont celles des abscîsises Ah et Ak^ dim\ 
la différence donne hk = HKy à cause des parallèles ; 
et désignant par m la grandeur que doit avoir HK , on 

trouvera 

aa' — / t 

m — j — — ^, 

a a 

•d'où l'on tirera 

aa mzzz tuici ^^at^^ a't , 

et par conséquent 

(«t — m) aa' 

Telle est la valeur de AGy qui satisfait à la question 
proposée. m 

97. Je suppose qu'au lieu de donner à la ligne HK 
une grandeur connue, on demande qu'elle soit égale à 
la ligne AGy ce qui revient à inscrire un quarré dans 
un triangle (66). Dans ce cas, au lieu d'égaler à m l'ex- 
pression de HK y il faudra l'égaler à ^, ce qui donnera 

^^Aa' — t t 

*"^ a^~ â' 

« 

d'où l'on déduira 

àUia 



aa' -^ a-^a'^ 
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{^. Soit encore le problème suivant , déjà résolu au 

Fig« 33. n^ 78 : E^un point £, fig. ZZj placé comme on voudra^ 

mener une droite de manière que la partie DT' de cette 

droite j interceptée entre deux lignes qui forment entre 

elles un angle droit BAC j soit d'une grandeur donnée. 

Si £t et /S désigaent les coordonnées da point donné E^ 
j^— ^=— a (a:— fit) sera l'équation de la droite EUX ^ 
menée par ce point. Pour obtenir la longueur de F/P il 
suffit de déterminer AD' et APy c'est-à-dire la yaleur 
de y lorsque 0:=: o , et celle de x lorsque y=:o, hypo- 
thèses qui fournissent les équations 

y^^^zzzaûL^ — jS= — a{x — «), 
desquelles on tire 

, y=^ + aA^Aiy, «=îl^31^ = >rfF'; 

A /— — ^ ——a 

et comme Flf = V AI/ -f- A F y il en résulté 

t 

posant F'rf-r^. m, et élevant au quarré pour faire dis- 
paraître le radical , il vient 

Cette équation étant développée et ordonnée par rap- 
port k la lettre a, te change en 

et monte , comme on voit, au quatrième degré; mais si 
l'on fait iS=c^ c'est-à-dire si l'on prend le point M à 
égale distance des deux axes AC et AB^ elle devlènlf 

a* -f- aa^ -| — — a' -f. 2a + I =0, 
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et rentre dans l'équation (3) du n° 78 , lorsqu'on change 
a en is et « en a. 

99. Je Taîs appliquer maintenant à la recherche des 
principales propriétés du triangle , les formules que j'ai 
trouTées pour la ligne droite. Je prends, à cet effet, 
deux points M et M'^ fig. fyi , formant , ayec Torigine ^ . Fîg. 42* 
un triangle quelconque ; je désigne les coordonnées du 

premier point par ^ > /^> 

celles du second par oif,fi': 

les distances AM, AM ^ MM' y qui forment les côtés 
de ce triangle, seront, d'après le numéro 88 , exprimées 
respectivement par 

Si l'on fait AM = c , AM' = c' MM'= c" , on aura 
les équations 

c"^= a'^ — iJdL 4. à,* + /r* — aiS'jS + i8«; 

et si l'on retranche la dernière de la somme des deux 
premières, il Tiendra 

c»4-c'* — c''* = 2(*i' + i8j8'), 
d'où 

2 

Les équations des lignes AM et AMt seront 

le oosimis de Tangle qu'elles forment entre elles aura 
pour expression (98) 
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En faisant le rayon rs= i , comme celui des tables de 
sinus 9 et substituant à la place des quantités «t* + iS*r 

« ' + iS'*, aJ + ^&, leurs valeurs c% c'% ^ +c*— ^' ^ 

il Tiendra 

c» + c'* — c'* 



cos MAM* 5= 



2Cc' 



relation entre les trois côtés du triangle M A M! et l'un 
de ses angles. Si l'on fait attention que cet angle MAM! 
est opposé au côté MM'^=z c"^ on en conclura pour les 
angles AMTd!^ AMM y respectivement opposés aux 
côtés AM'^szc' j AM^^Cy Içs relations 

cos ^iliM' =5 —^ 



côs AMM = 



^cc" 






puis désignant par y*, y', y, les angles MAM\ AMif, 
AMM y on auV*a les trois équations suivantes : 

c* + c'* — 2tfc' COS y" = c"*" 



c 



4- c"* — 2cc" COS y = c'* V (A). 






c'* + c"^ _ 2c V COS y 

Si l'bn ajoute ensemble la première et la secotidcy 
puis la première et la troisième y puis la seconde et la 
troisième, on obtiendra trois résultats qui deviendront 
l'espectivçment ' divisibles par 2c, no' ^ 7.0" i^ lorsqu'on 
aura effacé les termes communs aux deux a^iecobrea 
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de chacun , et qui donneront ainsi 



tant 

c '^c cosy — c cosy = 



c 



— c cos y — c" oo^yzz^o \ (B). 




c^'^c cosy' — c' cosy 

Il est bon d'obserrer que ces équations s^ obtiennent 
immédiatement en abaissant successiTement de cbaque 
angle du triangle y une perpendiculaire sur le côté op- 
posé , et calculant les segmens de ce côté. 

On a dans la figure i^y 

ACzzzAD + CD = jiB cosA + BCcos C. 

Faisant AC = c, ABz=zc' ,BC=c\ ^=y",C=y', 
il Tiendra 

c=c'cosy"+^''cosy', ou c— c' cosy -^c"' cos y'=o. 
On parviendrait de même aux deux autres équations (B). 

I oo. Quoique ces équations soient au nombre de trois , 
elles ne peuvent cependant faire connaître les côtés 
lorsque les trois angles sont donnés; car si l'on cherchait 
les valeurs de c, d ^ (fy au moyen des expressions géné- 
rales des inconnues déterminées par trois équations du 
premier degré > on trouverait o , à cause que le terme 
connu manque. Mais ces mêmes équations se changent 
en 

1 — p cos y" — S' cos y' ^ o , 
p — cosy" — 5^008 y =o, 
y— cosy'-— /? cosy :=:o, 

lorsqu'on fait — E= />> " = 9*9 eWes donnent alors le 

c c 

rapport des côtés du triangle proposé, et il reste de 
pluâ une équation de condition^ qu'on obtient en éli- 
minant p et q. Cette équation est 

Trigonométrie. 8* édition. lo 



T[46 APPLICATION DE l'alGÈBBÏ 

1 — cos y**^ — cos y* — cos Y — ^ c^ y" ^^y' <*8y2±: O ^ 

et son premier membre est précisément le dénominateur 
■commun des valeurs des inconnues CyC j c" y déduites 
des expressions générales citées plus haut. Eu égalant 
cette quantité à zéro, les valeurs des côtés c, c',!?", 
deviennent | ^ et les côtés demeurent par conséquent 
indéterminés, comme le prouve la transformation opé- 
rée sur les équations (6), 

L'équation de condition que l'on vient d'indiquer 
Tenfenne la relation que doivent avoir entre eux les 
trois angles y, y' et y^^ pour que leur somme soit 
égale Cl deot droits, ainsi qii^ l'exige la nahire du 
triangle rectiligne. Pour s'en assurer, il faut déyelop- 
pér l'équation cos (2' — y" — }/') = cos^-« on trou- 
vera d'abord , par le n® 11, 

— cos {:}!* '^*^)'=^co%yy 

en cAsemnt qufe siii a» = 0j et que c6si^=— i ; il 
viendra ensuite 

— cos y** cos y' + sin y" sin y' = cos y , 
d*oi 

cos y -f- cos y" cos j^'^= sin 3^* sin y' , 
puis 

(cosy + cdsy'cosy )*=àin/*siny ^=( i -cosy**)( 1 -cosy'*) , 

et après las réductions > on retombera sur l'équâtioti 
de condition rapportée plus haut. 

Il est à propos de remarquer que les équations (A) 
sont , par rapport aux triangleis rectilignes , ce que les 
équations (B) du numéro 4? «oAt à l'égard des triangles 
sphériques, et conduiraient, par de simples transfor- 
• matiotiB, ^nx formules de là réâèlîllloii dés ^k*ëiifîërs 
triangles. 

Fig, 4a. ^<^'' P<>^ 9:sw l'aire du triangle MAM yfig^ 4» ? «1 
faudra, du point A y abaisser une perpendiculaire AD 
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sur le côté MJIf qui, passant par les points 3f el Af^ 
dont les coordonnées sont respeetÎTementtf et jS^ «'et jS'^ 
a pour équation (88) 

on y = ::ï — i* + -r7 — !"• 



. En ooinparant bette dernière équation «rte h for- 
mule y sroAT + ^> on tron^era 

-, ^ = 



fct' — À • 

mais en obeerrant que* dans le iiuméro 92 ks lettrés 
a et iS désignent les coordonnées du point d'où part la 
perpendiculaire, coordonnées qui sont nulles dans le 
cas actuel 9 puisque ce point est l'origine , l'expression 
de la perpendiculaire se réduit à 

et mettant c" au lieu de l/(«' _ «)» + (^ — jS)* , il 
▼iendra 

c 

Ayec cette valeur» on àurii pour l'aire du triangle j|f4tilf!, 



a 2 

expression bien remarquable , en ce qu'elle donne Pait*e 
de tous les triangles qui ont leur sommet au point A , au 
mo^en des coordonnées des sommets des angles adja- 
cens à leur base. 

On peut la cbaqpr.en une autf^ qui ne dépende que 
des oôtés. Pour cela, il faut multiplier entre elles ^es 

10.. 
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jdeux équations 

et retrancher du produit le quarrè de 

c* r4- 0^'* — c"* 
aa' 4- ^i8' = — î- ; il viendra 

2 • 

.prenant les racines quarrées , et réduisant tous les termes 
du second membre au même dénominateur, on trou^ 
yera 

^t l'aire du triangle M^^iKiT aura pour expression 

dont le développement s'accorde avec le résultat du n® 64 . 
102. Si l'on conçoit maintenant un quatrième point 
M" y dont les coordonnées soient a" et ^'', et que Ton 
représente par ô?, d! y cf', les distances -r^M", M3f y 
HfM", on aura 



et 



+ 0"» =û?% 



En développant ces équations , et substituant dans les 
deux dernières , à la place des quantités «*+^*>« *+^'*» 
^•« -I- fi"^ , lenrs valeurs c^ , c'* et c^ , <m obtiendra 

si , pour abréger , op fait 

— ^- = rf,, =««? 

: :2 ' ► ' •■ 2 ■ 

on aura 

iPrenànt dàns'ces équations la valeur de «' et celle de fi'^j 
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pour les mettre dans «'* + /S'*=^> en ayant égard anx 
équations «^ + Z^* =e*. «'' + iS'* = c'* , on trouvera 

c«fl?/+c'»rf/-!M?A(-'+«8')=fl?(«/l'-Wi8)* (C).. 
Bemplaçant ensuite les quantités ttdif +fift^mff — «e'jS , 
par leurs valeurs 

obtenues ci-^essn», et^remettant ^ 

• * ' 

pour c^^i d^, cette équation ne renfermera pins que les 
six. distances . ' 

AM, AU' y Mur^ Ajyr, M3r, iffM", . 

qui forment les quatre côtés et les deux, diagonales du 
quadrilatère AMM^Sf. Quand les quatre côtés de ce 
quadrilatère et l'une de ses diagonales seront connus,^ 
ou pourra trouver l'autre diagonale. 

io3. Si l'on voulait déterminer le point M*^ par les* 
conditions que les trois àisXsLnces AM'\ MM" y ïd' M'' g , 
fussent égales, ce point: serait alors le centre du. p^de. 
circonscrit au triangle proposé, et l\>n.. avilit 

d z:si a issz d'' ^ * 
œ qui donnerait 

l'équation (C) deviendrait 
et se réduirait à 
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en mettant pour ««^ -|- /SjS' sa yalear, et en obserrant' 
que si l'on désigne par S la surf^içe dû-triangle AMM\ 

égale à -'^ — (ï^i) , on aura 

Qn tire de Bj 

, cç'c' 

expression très sî/xqpla du rayon ^vl cercle circonscrit ai^ 

triangle proposé \ et ei| é<arii[aQt --et — au Uqu de d, 

et £1?^, dans les yaleùrs de «* et 4&i^% on les a coordon-. 
nées du centre de ce cercle. 

io4* II ne sera pas plus difficile de trouver Iç^ Çpôr-: 
données do centre du cercle inscrit, e^ le raj^ç^ de ce 
Fijg;. 43. cercle. Bans ce cas, le point M^yjig' 4^> se trouve au 
de'dàns du triangle y et dans une situation telle, que les 
perpendiculaires abaissées de ce. point sur chacun des. 
cO^és AM^ -^^ > ^.^ 9 ^^t égales entre elles. Pour 
exprimer analytiquément cette circonstance, il suffît de. 
fbtiner les équations des 'trois lignes cl-dëssus, et d^en 
déduire, par la formule du n® 89 > les longueurs des^ 
pérpetidiculaires menées du point ilif*, dont les coor- 
données sont «^et /S*. Or ces équations spùt respective-: 
ment * - 

ce . m \ ■ 

t f ■■* * ' 

les perpendiculaires abaissées sur ciiacuiie d'elle auroi^li 
pour expression 
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SSE 



•t pourront s^écrire fiinsi : • 

^~c? ^ ? *' 

c_, r „ ' t I 

C 

en mettant pour les radica\ix leurs y^epxtf c jC, c". 

Si maintenant on se rappelle que la formule qui donne • 
la perpendiculaire abaissée d'un point sur une ligne , a. 
été obteuue par une extraction de racine quarrée , et 
qu'elle est par conséquent susceptible d'être prise posi- 
tivement ou négativement^ on en conclura que cbacune 
des expressions ci^essus a deux TalearSk Pour n'em- 
ployer que celles qui sont positives, il faut observer que ^. 
d'après la figièrç> la ligne ^ilT s'éciirtai^^ plus de l'axe 
des abscisses ^B que la ligne j^M^ et le point M" étant 
con^pris entre la première et: la. dernière ^ an dbit avoir 

B' fi" ^ fi fi" fi 

tt » a et. ti et 

7 

eu y ce qui es^ ^ ^èffi» çko^, 

•T>-y, ^'>#'A, i/5'>*Vi 
d'où il suit que, pour dofiiier une valeur positive ^ ré- 
pression de la seconde perpendiculaire doit être prise 
avec des signes contraires i ceux qu'elle a ci-dessus. 

De plus, le point M" se trouvant %a-desspus de 1»^ 
droite MM\ dont l'équation est 



y = - — T X + "-7 — 



it faut que 
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a' — â . m'& tùB' 



« — « 



OU que fi < -, «^ H r j 

ce qui donne 

ou bien 

^fi" - «"^ + et" fi' — «'/2" < «13' — a' fi , 

condition par laquelle l'expression de la troisième per- 
pendiculaire est positive. 

Si , d'après ces considérations^ on fait 

ufi'^a'^fi «T— /â" 

~^c — "^^^ '^ — 7"~~^' 
^ (^' — u^) — ( v^g' ^ ^y ) + (^' - i^-jg) _ , 

// — — — ^— e y 

c 

« • 

et que l'on ajoute les produits ec, eç^e'^c" , il Tiendra 
par . les réductions , 

Cette équation est facile à -vérifier; car les produits 
ecy ec\ e"c' y exprimant tes aires des triangles AM"My^ 
AM"M', MM" if , njLultîpUées par 2 , et la somme de 
ces aires étant égale à celle du triangle total AMM\ dé- 
signée par iSi^ on a^ comme dans le ta® lôi , 

Lorsque < •= e ^e" , on obtient sur-le-cbamp 

et quand ç = c' = c", il yient j 

«+*'+«*^^; 
^ e 

La première de ces expressions est celle du rayon du 
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cercle inscrit, et la seconde fait voir que si (futntpwti 
quelconque pris dans l'intérieur d'un triangle équila^ 
tirai j on abaisse une perpendiculaire sur chacun des 
côtés de ce triangle j la somme de ces trois lignes ^era 
égale à sa hauteur^ poisqu'en prenant le côté c pour 
base, et nommant h la hauteur > on a S=s ^ch, ce qui 
donne ^ -f- / + «' = A. 

On pourrait encore tirer un grand nombre djs consé- 
quences de la théorie que je Tiens d'exposer,; mais ce qui 
précède suffît pour cet ouvrage; et j'observerai qu'il 
existe pour les polygones rectil ignés quelconques , des 
équations analogues aux équations (A) et ÇB) du nu- 
méro 99, qui s'obtiennent de la même manière , et qui 
conduisent aux propriétés de ces polygones, comme 
celles-ci mènent aux propriétés du triangle.- Lagrange 
a donné, sur les pyramîdes',^n Mémoire auquel ceci 
peut servir de préliminaire, et qu'on étcadrait aux po- 
lyèdres en faisant usage des formules rapportées dans 
le cinquième chapitre du premier volume de mon Traité 
du Calcul différentiel et du Calcul intégral ('^). 

io5. La combinaison de l'équation de la olrconférenoç 
du cercle avec celle de la ligne droite, fait découvrir les 
diverses propriétés qui résultent de la rencontre de ces 
lignes^ et'donne la solution de toutes les.qoestions dans 
lesquelles l'inconnue n^ passe, pas le second degré. 

Soient 4f* +y^ = '^j J^ — i^ = a{x ^-«t)? ces deux 
équations ; les employer à la détermination de x et 
dey, ou les considérer copime renfermant les mêmes 

inconnues , c'est supposer que les potAts auxquels ap- 

- ■ 1- 

{*) Voyez aussi la Polygonomitrie de M. l'Huilier, sa Polyé- 
itrométrie insérée dans je premier volume des Mémoires présentât 
a l'Institut, par, des Sauans étrangers; |a (géométrie deposif- 
tion de M. Garhot , et son Mémoire sur la relation qui existe entre 
fes distances de cinq points qitelceuques pris dans Vetpaee. 
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partiennent les coordonnées x^yy Mnt situés en même 
temps sur la circonférence du cercle et sur la ligne 
droite proposée, c'est-^-dire sont les intersections de 
ces lignes : et en général , il est évident que , pour trou- 
ver les points de rencontre de deux lignes quelconques, 
il suffit de supposer que leurs équations ne contiennent, 
que les mêmes inconnues. 

£n chassant d'abord y^, par le moyen de sa^ valeur 
prise dans la seconde équation , on trouvera 

CeU«< équation du second degré, étant développée,, 
donnera deux valeurs pour x, parce qu'en effet la ligne 
droite doit , en général, rencontrer 1^ cercle en deux 
points ; mais oyu arrive à des. résultats plus remarqua- 
bles, lorsqu'on prend poujuînconnue la distance du point 
dont le^ coordpunées sont «t et ^ , à l'un des points d'in- 
tersecdion 4^ ^a droite et* du cercle. Si l'ou Résigne cette 
distance par %y on aur^ (88), 

d'où l'on tirera 

et mettant pçur^— /8 sa valeur a(« **«),. il viendra, 
d'où Pon déduira 



ce qui donnera 

Sit1>stituant ces derniè^peft valeurs dans Téquation. 



os la changea en cette autre : 

qui se réduit à 

«'-♦•2i?^t^«-h«» + i3» — r» = o, 
. ï/-i + a* 
et qui fera d'abord connaître s, et ensuite 4P et j, au 
moyen des expressions pirécédéntes. 

11 est yisible que si le point E^ fig. 44 > ^^ celui dont fig. 44. 
les coordonnées sont « et y3, (lueiMKJlf' et EM soient^ 
le cercle et la droite proposée 9 a exprimera la tangente 
de Tangle EeB, et les deux yaîeurs de z appartiendront 
aux droites EM et EMf. 

1 06. On sait , par la théorie c|es çqi^ations , que le der-> 
nier terme est le produit de toutes les racines ; si donc 
pn nomm^ ^ pt 2'. celles de Véqviation çi-dessos, on aura 

expression qui 9 ne dépendant point de la quantité a, 
demeurera la même quelle que soit cette quantité^ 
ç'est-ii-dire quel que soit l'anî^è MeB dont eUç. ji^st la 
tangente ; et comme / et j|^ re|frésentent les deux lignes 
EMet EM\ il suit de là que le produit E'ilf X Elit est 
le même pour tontes les lignes menées par le pQÂnt E^ 
ou, que si l'on tire une seconde sécante Eniy on aura 

d'où il résulte quç les, séci^^tes EM'- et J^nf' sont répi- 
proqueme^it nroportionnelles ^ le i^rs parties ext^rieqrç^ 
B!^fet Enf,j^ ainsi qu'on le {^ouii^e dai^s les Él^en^de 
(jréométriç. 

^jorsque |e point E esjt ei^ .dehcir$. du cercla, oo % 



»5^ 
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puisque «*+iS* exprime- le quarré de la distance du 
point E au centre ^; mais quand ce point est intérieur^ 
Fig. 45* au cercle , comme le montre la figure 4^ , / et z" 
sont de signes différe^s^ parce qiue le dernier, tc^rme 
rt*+ ^» — r* devient riégatif à cause de «» + /3* < r». 
D'ailleurs le produit JE M X JS3f demeure indépen- 
dant de l'inclinaison de la ligne 3/!^, par rapport à jiB-, 
et en menant par le point E une seconde <2orde mmfy on 
2k encore . 

EM X EM'ssi Em X Enî , 

d'où il résulte /comme on le prouve dans les Élémens de* 
Géométrie y que les cordes d'un même cercle se coupent 
en raison réciproque; et l'on voit que ce lliéorème et le 
précédent n'en font, à proprement parler, qu'un seul^, 
puisqu'ils se déduisent de la même équation. 
£n tirant de l'équation 

I9 valeur de s, on trouTe 



, -- (* + j8a)>-^ t/r» (I + g') -4^ (g— <wy 

.... V/i-f'»' 



,a 



Z 3S3 * ■■ ■ ■ ■-■■ : 

telles sont les expressions dés lignes EM et EM', 

Elles peuvent être shnplifiées en changeant les coor- 
données, de manière que les abscisses x et a soient 
Fig. 44. p**is^s suV la droite AEyfig. 44 > q^î joint le point E, 
avec le centre ^ du cercle proposé^ en partant toujours 
de ce centre , et que les ordonnées y soient perpendi? 
culaires à cette droite : on aura alors 






z' 
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l'équation du cercle ne changera point, mais celle êe 
la droite £^ deviendra 

y=sa(x — a). 

107. En supposant que le point E soit extérieur au 
cercle y on obtient 

il/il/' = £M' - ^ii/= H-iSî+lH^- 

mais il est TÎsible que celte ligne diminue à mesure que 
la ligne EM, tournant autour du point E, tend à sortir 
du cercle , et que les points M et Hf finissent par coïn- 
cider en N, lorsque cette ligne n'a plus avec le cercle 
qu'un simple contact : à ce point, on a donc MM'= o , 
et par conséquent 

r»(i +a*)— aV* = o, 
d'oi 



r 
az 



Ya^' — i^ 

Voîlà l'expression de la tangente trigonométrîque 
de l'angle que doit faire avec la ligne AE^ une ligne EJV 
menée par -le point E, de manière à toucher le cercle; 
et par conséquent la solution algébrique de ce pro- 
blème ; Par un point pris hors du cercle^ mener une 
tangente à ce cercle» 

108. 'Les mêmes considérations serviront aussi a dé- 
terminer la tangente menée par un point pris sur la 
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circopférence du cerde; el pour plus de généralité, 
je placerai ce point d'une manière quelconque. Eu 
désignant toujours par et et^ ses coordonnées , on aura 
par l'équation dû cercle ^ a laquelle ces quantités doi- 
vent satisfaire^ 

*» + ^* = r*, 

ce qui réduira l'équation 

,. + ^I^+^), + .^ + /3'-.^ = o 

et dans cet état elfe se décompose en 

» = o, « + -7=^=^ = 0: 

ses deux racines seront donc 

^(* + ^) 
= o,« = 7 ^-7 » 

et la différence de ces valeurs , ou la longueur de la 
partie de la sécante comprise dans le cercle > sera 

V/i + a* 

Pour que cette quantité s'évanouisse *, il faudra qu'oB aît 
a + fia:=o^ ou a = — -, 

résultat qui s'accorde avec ce qu'on déiiiontré dans les 
Élémens de Géométrie -, car là droite menée pair le centre 
du cercle et par le point dont les coordonnées sont <i et ^ , 

ou le rayon AN^ aurait pour équation j' = - * (87) ; 



st 
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FéquAtioli 5 -*• j8 =a a (a? — *) , devenant , pair la valeur 

de a trouvée ci-dessus jj' — iS = — -(jp— #1)^ représen^ 

tara la droite perpendicalaire à oe rayon ^ et passant )ià)r 
le point dont tes coordonnées sont «c ftt /S , c'est-&-di)re 
par son extrémité N (90)* 

Si l'on voulait connaître la distance de l'origine A 
des coordonnées , au point où la tangente NT rencontre 
l'axe des abscisses, il faudrait > dans l'équation de cette 
tangente y faire j^=o, ce qui donnerait 

et «^ -^ â^ r* 

à cause de «t' -f- jS* = r*. 

109. On peut, par ce qui précède, résoudre la ques- 
tion suivante : Trousser la position que doit apoir ta 
ligne EM, menée par le point donné E, pour que la 
partie MM' de cette ligne , comprise dans le cercle j aoit 
d^une grandeur donnée m. Afin de parvenir à des ex* 
pressions plus simples , je prendrai , comme à la fin du 
numéro 106, la ligne AE pour axe des abscisses, et en 
égalant 2i m la difiérence des valeurs de x , obtenue dans 
le numéro 107, j'aurai • 

2 ï/r*(i + a*) — aV 
>»=' ^ . 

1/ 1 + a* 
Faitemt dispàmttire les i*adicatix, il vîfgndra 

d'où jë tirerai 

et substituant cette valeur dans y î= û(*— ie), j'bbtfen- 
drai l'équatîoh de la droite chèifiMff» 
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Ce n'est encore là que la solution analytique du 
problème qui m'occupe; il faut maintenant construire 
l'expression ci-dessus. Pour y parvenir , on observera 

d'abord que le numérateur t/4'*— ?»• exprime le 
c6té d'un triangle rectangle dont tr est l'hypoténuse, et 
m le troisième côté. On donnera ensuite au dénomina* 

teur v/4flt« — 4,^ 4- 77t» la forme V/4«' — (4^* — /»') , 

équÎTalente à V 4** — ( 1^4'* "" ^^Yf et qui fait voir 
que ce dénominateur est aussi le côté d'un triangle rec- 
tangle ayant pour hypoténuse 2« , et pour troisième 

côté le radical ^ /\r^~^ ni^ , ou le numérateur dont je 
viens d'indiquer la construction. 

En nommant q e\. p les deux lignes qu'on obtiendra 
par ces opérations , j'ai 



a , 



_2 
P 

l'équation y^^a {x — a) devient 

«t il en résulte que si l'on prend sur AE^ à partir du 
point £, une distance EF=zp^ et que par Pautre extré- 
mité de cette distance , on ' élève une perpendiculaire 
FG^=qy la droite qui joindra l'extrémité de cette per- 
pendiculaire avec le point E y jouira de la propriété 
comprise dans l'énoncé de la question^ puisque l'angle 

g FG 
FEGauTA pour tangente trigonométrique a== - — _ . 

II o. Il doit être évident , d'après ce qui précède , que 
les questions de Géométrie peuvent être traitées par 
deux métbod^ bien distinctes : l'une consiste à déter- 
miner les équations des lignes qui contiennent les points 
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icitierchés^ en partant des propriétés de ces lignes , et 
l'autre, k déduire immédiatement de la considération 
des triangles semblables et des triangles rectangles que 
présente la figure résultante du problème supposé ré- 
solu , en s'aidant même de quelques constructions pré- 
paratoires^ les relations des droites qui déterminent la 
position de ces points. 

La première de ces méthodes, quelquefois plus élé- 
gante que la seconde, est toujours plus générale j mais 
la seconde est souyent plus simple; et cela doit être 
puisque par celle-ci on prend les choses de moins haut, 
et qu'on part de propriétés plus voisines de celles qu'on 
clierche à découvrir (*). 

m. L'équation du premier degré n'a donné qu'une 
seule espèce de lignes, savoir, la ligne droite; l'équation 
du cercle s'est trouvée du second degré; mais cette 
équation, obtenue dans le numéro 94, sous la forme la 
plus générale, n'est encore qu'un cas particulier de ce 
même degré dont la formule est 

Jy^ + Bxy+Cx^ + Dy'i'Ex = F ( i ) : 

il reste donc à découvrir les courbes qui répondent aux 
autres cas de cette formule. J'observerai d'abord qu'on 
peut, sans en diminuer la généralité, l'écrire ainsi : 

^ * A^^ A ^ A*^^ A A' 



(*) J'ai tracé la marche féconde ei uniforme de la première de ces 




quoi satisfaire Jeur goût 
dans la 3« édition du Recueil de diverses Propositions de Géo- 
métrie , etc., pubKé par M. Paissant, savant très recommandable 
maintenant Officier supérieur da corps des Ingémeui's-r ' ~ ' 
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et foûaat pour abréger 

B , C D , E P ^ 

il en résultera 

Le moyen qui s'offre le premier pour déterminer lea 
circonstances du cours des courbes chercbées^ c'est 
d'examiner la marche des valeurs de l'ordonnée > par 
rapport & celles que l'on peut assigner aux abscisses , 
et pour cela de résoudre l'équation ci-dessus y par rap- 
port à^. En opérant ainsi, on trouve 

y=^—ï{bx + d):hi v/4 (/- ex^cx^) + {bx + dy. 

Développant la quantité qui est sous le radical, et l'or- 
donnant par rapport à x , il viendra 

_ — (ftjc+ûQ ±: v/(4/+t/'^)— 2(26— ^fl?)ar— (4o— &^ 



y 

a 
Faisant pour abréger 

4y4-rf'=3/>, 2e — bd=ny ^'^b^zrzm 
on aura 



y 



2 2 



On voit d'abord que la valeur de y est composée de 

deux parties, dont l'une, exprimée par , est 

l'ordonnée d'une ligne droite ayant pour équation 
^ B=a — 1 6« •>— I â^, qui se construit en prenant sur 
Fîg. 46. Paxe ACf\ au-dessous de AB ^ fig. 4^> ^^^ partie 
ADss^df et menant par le point JD, une droite DE 
faisant du côté des m négatifs , un angle DE A dont la. 
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tâiogeiitesoit égale k^b (S^); en âorte que AP étant x^ 

PN sera — . Il est évident maintenant que pour 

avoir les points qui appartiennent à la courbe chercliée, 
il failt portei' dans la direction de PJV, tant du-dessus 
qu'au-dessous dé la droite DE^ des parties NMet NM 
égales à 

puisqu'on aura par ce moyen 

PiJf= — J(iar+ûO + î V^P — a/M? — ma?*, 
jPjïf's — i (&* + flO — \ v/p — a7W»~m**. 

La droite DE jouit ainsi de la propriété remarquable 
de partager en deux paities égsJes les lignes menées 
parallèlement k AC, entre deux points de la courbe 
cbercbée^ et c'est pour cela qu'on lui a donné le notn 
de diamètre; mais il y a cette différence entre la ligne 
I?E et les diamètres du cercle , que ceux-ci rencon- 
trent à angle droit tontes les lignes qu'ils divisent en 
deux parties ^ales > tandis que la première les coupe 
obliquement : cependant on verra bientôt que ces deux 
circonstances dérivent d'une même loi. 

112. L'équation ci-dessus se simplifierait beaucoup 
en prenant pour ordonnées les droites NM et NM\ 
c'est-i-dire en faisant 

bx + d 
il viendrait alors 

mais les abscisses AP ne seraient plus comptées sur la 
ligne de laquelle partent les ordonnées. Pour les rame* 
oer à cet état , il fkut les prendre sur le diamètre DE : 
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^esl oe qa*on effectuera en posant Dlf^s , et en obser^ 
▼ant que sî Ton tire DG parallèle à uiB, on aura 

DG i= DNcos D t=35 cos D. 
L'angle D est le même que l'angle E^ dont la tangente 
ertii-,sonco»inasest^p^==;=i-j^^=(p. 34)} 

et puisque AP = DG^ il en résultera 



29 



en faisant, pour abréger , 

La valeur de x étant mise dans celle de t^ on trouye 

relation qui doit exister entre « et i(^ ou entre les droites 
DN et NMy pour chaque point de la courbe, et qui est 
par conséquent son équation rapportée aux coordonnées 
Z>Net NM. Celles-ci , quoique plus simple que 

y^ + ^^y + ^^^ '■{^ dy '■\- ex =/*, 

est aussi générale, puisque les transformations effec^ 
tuées jusqu'ici n'ont introduit aucune condition par- 
ticulière. 

L'expression de t étant affectée en général d'un radi- 
cal* du second degré, ne saurait avoir de valeur réelle 
qu'autant que la quantité /> — 2 nçs — jw^rV sera posi- 
tive. L'examen de cette circonstance présente plusieurs 
cas que je discuterai successivement. 

ii3. Je suppose d'abord que la quantité désignée 
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par m dans le n^ 1 1 1 ^ soit positive » et je mets Texpresv 
sien/?— •anjff -— m^V sous la forme 

mc^ { -^ — — « ~ «■ J, 

pour n'avoir plus à considérer que celle-ci : 

mq^ mq 

de laqndle on peut faire disparaître le terme oii 9 n'est 
qu'au premier degrés en prenant 

n 
8^=:w^ — {JElém. (fAlgèb-j 209) ; 

e( après la substitution et la réduction , elle deyient 

Pour savoir ce qu'est Uf il suffit de construire sa valeur 
en « ; et l'expression 

!* = «+— ss:Z)iV'+ — 

montre que l'origine des u doit être placée en arrière 

de celle des s j^ à une distance OD = •-— , parce 

mq 

qu'alors 

DN^ON^ODz=zu^—. 

mq 

Cela fait^ on a 



I 
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I 

et Poil voit que F'expression de t sera réelle^ tant que 






qu'elle sera nulle quand 

m^q^ V ii»y 

Ces dernières valeurs indiquent donc les intersections 
dé la courbe avec le diamètre DE\ et «n les portant de 
chaque côté du point O, à oause de leurs signes, on 
obtiendra les points I ^t F placés à égale distance di| 
premier. 

Au-delà de ces points, la quantité 

pm -1- /z* 
„ , —M* 

devenant négativs;^ les ordonnées t seront imaginaires; 
ainsi la courbe n'aura aucun point correspondant aux 
abscisses plus grandes que 01 et OF; elle sera donc 
renfermée dans l'espace compifis entre les lignes IJïet 
FH', menées par les points / et /, parallèlement aux 
ordonnées. * 

114. Les dsux valeurs de ^ en i^ ne différant que par 
leur signe et demeurant les mêmes, soit qu'on prenne u 
positif ou négatif, il s'ensuit qu'à l'abscisse ON*'=OJ^f 
répond l'ordonnée N'Jkf égale à NM' et placée en sens 
contraire , en sorte que les triangles "MCIfOy et M' NO 
sont égaux , et que par conséquent la droite MM^ est 
partagée en deux partie^ égales au point O. Cette pro- 
priété dont le point O jouit par rapport à tons les 
points de la courbe, lui a fait donner le nom de centre j^ 
par analogie avec le centre du cercle; mais pour les^ 
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autres courbes , les rayons ne sopt égaux que deux à, 
deux y parce que les diamètres sont inégaux. 

1 15. La forme de la caurbe que représente Péquation 
entre ^ et i^ se reconnaît aisément par la construction 
de cette équation ; et pour l'effectua, je fais d'abord 

il vient 

Prenant alors a' pouf le rayon d^un cercle ayant soa 
éentre au point O, u pour l'abscisse, le facteur 

y a * — i^* exprimera l'ordonnée de ce cercle , éle- 
Tée perpendiculairement à 01. Quant au facteur 

5 y rwfy il ne doit représenter qu'un rapport , si l'on 

▼eut avoir égard à l'bomogénéité des expressions (71); 

■u 

je le désignerai donc par -7,. et J'aurai par conséquent 
-7T = i nur'y y* = -^7 , d'où ie tirerai 

On voit ainsi que l'ordonnée NM s'obtiendra en 
cbercbant le quatrième terme de la proportion 



a : V :: \/a^ — u'it. 

Lorsqu'on aura déterminé la. grandeur de *, on la por- 
tera le long delà ligne il/iM"", tant au-dessus qu'au-des- 
sous deDJE y à cause du ^igne ±.> 

Il est évident que la courbe résultante de qette cpui- 
truction sera fermée comme le cercle, et ne s'ét*»*"**" 
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que dans l'espace compris depuis w^id jusqu'À 
u'='^a'y puîsqu7au-delà de ces limites , le radical, ou 
l'ordonnée du cercle ^ sera imaginaire^ 

La plus grande valeur que puisse aTOÎr l'ordonnée t 
lest yisiblement celle qui répond au point O , pour lequel 
z£=: o ; on a dans ce cas 

prenant donc les droites OL et OL' égales à b^, les 
points L et L' seront les limites de la courbe dans le 
sens de ses ordonnées, comme les points I et T le sont 
dans celui des abscisses. 

1 16. Il est important de remarquer que si la quantité 

représentée par a * était négatiye, le radical V^a •— u* 
demeurerait toujours imaginaire, et l'équation proposée 
ne saurait exprimer alors aucune ligne. £n remontant à 

la valeur de tf'*, qui est - — ^-r — , on verra qu'elle serait 

' ^ ,Tnrg 

négative si p était affecté du signe — , et qu'on eût en 

même temps pm > »*. 

Quand , dans ce cas, pm=rn^y il vient (ii5) a' =: o, 

b' — ^ 

i' = o; mais on a toujours -7 = {^/wi^*, et par con» 

séquent 



t=±:i \/mq^. V/— u^ = ±±quy^— 



m 



^nation à laquelle on satisfait en posant /= o, 1^=0: 
on peut donc dire que la courbe se réduit alors au seul 
point O, oh ^=0, z<=ro, et que ce point est la limite 
vers laquelle tendent, à mesure que les diamètres H' 
et XZ' diminuent, les courbes données par l'équation 
ci-dessus. 



r 
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£n élevant au qvarré les ifivx membres de l'équatîon 



elle se change ea 

et en ^m^ + m*g*u* — pm — n* = o. 

Lorsque p est négatif, elle devient 

4^»**+ m^ç^u* + pm — »■= o; 

et qumd pm'^ n% son premier membre étant la somme 
de trois quantités essentiellement positives , puisqu'on 
suppose que m est aussi positive , il ne peut devenir nul 
que dans le cas où l'on aurait séparément les trois 
équations 

^m^ = 0, ni*q*u* = o , pm — n* = o. 

On peut satisfaire aux deux premières en faisant ^=0| 
1^ = 0; mais la dernière exprime une condition sans 
laquelle la proposée est tout-à-fait absurde. 

117. Je suppose à présent que m soit négative; la 
quantité p — ^nqs — mq^s^ deviendra 

on fera disparaître le terme — — s , en prenant 

éf = I* -^ ; et la quantité — ^ , qui représente OD^ 

mq mq ' 

fig. 47> ayant ici le signe + , se portera sur la partie DF^ Fig. 47. 

affectée aux abscisses positives. On aura ainsi le centre O^ 

et l'équation proposée deviendra 
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posant^ — r—— =±:a'% selon que la quantité pi»—»* 
ma 

A'* 
sera positive ou négative , et faisant toujours \ mq^ ~ vî * 

on obtiendra 

y 

a 

Cette équation parait renfermer deux cas distincts: 
elle n'en contient cependant qu'un seul \ car si l'on élève 
ses deux membres au quarré^ on en déduira 

d'où d^i^—V^u^^ci^y\ 

équations qui ne diffèrent l'une de l'autre que parce 
que ; dans la seconde , a' et ^ tiennent la place qu'oc- 
cupent V. et u dans la première , et réciproquement ; 41 
suffît donc d'examiner ce que signifie l'une d'elles. 
Je considérerai en particulier la seconde : on en tire 

a 

l'ordonnée t se construit en cherchant une quatrième 
proportionnelle aux trois lignes. 



dont la dernière est une moyenne proportionnelle entre 
u — a' et M -^-a', et ne se trouve réelle qu'autant que 
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u^a. La oourbe ciiercliée n'a donc, depuis »:bo 
jiuqa'àusa'y et depuis »s=o jusqu'à ass— a', au- 
cune ordonnée réelle; et comme ussa' et iisss— a' 
donnent également /=o, il en résulte que cette courbe 
rencontre le diamètre DE aux points / et F, où se ter- 
minent les abscisses OI et OT ^ales à a, mais qu'elle 
ne s'étend point entre les droites IH et fEC. 

Au-delà des points I eil' , on^ u^a y soit positi— 
vement, soit négativement , l'ordonnée i augmente sans 
cesse, et rien ne limite la grandeur à laquelle elle peut 
atteindre. D'après ces considérations^ il est visible 
que le cours de la courbe est pareil à celui des lignes 
Klk, K'Th' y séparées par l'interyalle //, et dont les 
branches IK et Jhy FK' et rV, s'étendent à Finfîni. 

Si l'on considérait cette courbe par rapport à la 
droite LL'y c'est-à-dire en prenant t pour l'abscisse, 
et u pour l'ordonnée, son équation donnerait 

Dans cette forme, u ne saurait devenir moindre que 
01 et Of , et la courbe ne rencontre point son dia- 
mètre LL', n est évident par là que l'équation 

conduisant aussi à 

doit appartenir à une courbe QXa, Q'-^V ^^ ^^ même 
espèce que Klk y K'ïh' y mais tournée par rapport au 
diamètre JLL! des/, comme celle-ci l'est par- rapport 
au diamètre II' des u. 
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1 18. Si l'on ayait a':= o Ott/7m<-»> /»•= o (i 1 7) , l'ex- 
pression de t se réduirait à *= dt i \^mq^* , et don-r 
nerait les deux équations distinctes 

qui ne représentent que deux lignes droites menées par 
le point O. Pour les amstruire, on prendra à irolonté 
une abscisse OR \ il viendra 

et portant ces valeurs de i2 en «S et en 1$^ , on tirera 
OS et OS'j qui seront les droites demandées. 

Je vais comparer à ces droites la courbe Klk, en 
prenant pour une abscisse quelconque ONsszu, la 
différence MF" des ordonnées correspondantes NM et 
NF. La premiers étant exprimée par 

i V'w!^*. V/m«— a'* ou ^quV^wT. y 

et la seconde par 

jquX/m^ 
j'obtiendrai 

MF:=ziqu\/m^iqu V/wTi/l- 






a 



u^ 



/ ô^ 

La différence i — \/ i — — r devient plus facile i 

/ — 7^ 

apprécier lorsqu'on.développe l'expression 1/ i j: 
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or la racine du premier terme i , étant i , on fera 

et l'on aura 

mais plus on supposera u considérable y plus la fraction 

a'* . 

— sera petite , et moins la racine i + ^ différera de 

l'unité : en négligeant donc^ suivant la méthode donnée 
en Algèbre 9 n° 2x5, z^ dans l'équation ci-dessus , on 
aura 

^ 

""" 2M*' 

Pour approcher ensuite davantage de cette valeur, 

Cl 

on fera a s= — — r + «' , et l'on calculera semblable^ 

nu* 

ment «', qu'on trouvera — -k-t > et ainsi de suite (*). 
On aura donc 



=iî »/!»{-+ 8i? + etc.|, 



d'où l'on voit que plus z^ augmentera^ plus iP//^ dimi- 
nuera , mais sans pouvoir jamais devenir nulle. 

Il suit de là que plus la courbe s'éloigne du point O , 
plus elle s'approche des droites OS et OS, sans néan- 



{*) On peut aussi tirer ce développemenf de Ja foramlc da 
binôme. 
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moins pouvoir les rencontrer; en sorte que ces droites 
sont les limites des parties Klk y Kth' y de la courbe 
proposée^ qui ne peuvent jamais sortir de l'angle SOS ^ 
et de son opposé par le sommet. 

1 19. Dans le cas od tti^s o , on a simplement 



on réduit la quantité qui est sous le radical à un seul 
terme , en faisant 

_£ ^j_ 

Hnq * 

et par ce moyen il vient 

tzs::i±\y%nquy OU i:ss.'il^ êuy 

en représentant \ nq par e\ On voit aisément que cette 
équation donne ^c=o en même temps que uso, et 
Fîg. 48. ^^® P^^ conséquent le point; du diamètre DE ^ fig, 48, 
sur lequel on a pris l'origine Aesuy appartient à la courbe 
cherchée. Pour trouver ce* point , il faut faire us=o 
dans l'équation 

__£ 

posée ci-dessus ; on obtient s = -^, et en portant cette 

quantité sur DE y du côté des abscisses positives^ on 
aura le point /< où la courbe proposée rencontre DE. 
Si la quantité e est positive > on ne pourra prendre u 
que positivement; mais rien ne limitera sa grandeur , 
non plus que celle de ^9 en sorte que la courbe doit 
s'étendre à l'iniGni de ce côté seulement j ainsi que le 
marque la ligne il/r. £Ue serait tournée du côté opposé^ 
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si J était négatif, parée qu'il faudrait alors prendre u 
n^iativement 

L^équation ^= ib y e'u se construit en prenant une 
moyenne proportionnelle entre l'abscisse IJNrszu et une 
droite égale à /; le résultat est l'ordonnée NM^ qu'il 
faut, ici comme dans les cas précédens , porter tant au- 
dessous de DE qu'au-dessus. 

II faut remarquer que l'équation primitive 

se réduit à t^=:dtl{^pj quand Tsrro, parce qu'alors 
la courbe considérée dans cet article se change en 
deux lignes droites, menées parallèlement à l'axe des s^ 

à une distance \ ^p , tant au-dessous qu'au-dessus de 
cet axe. Ces deux lignes, se rapprochant de l'axe à me- 
sure que p diminue , se réunissent sur cet axe quand 
p = o, et il devient dans ce cas le lieu de l'équation 
proposée. 

120. D'après ce qui a été trouvé dans les numéros 
pré<^ens, l'équation 

j^*-f 64çy + c**+ û^ 4- «« c=î/ 
ne peut prendre que l'une de ces trois formes : 

lou,en faisant! 
^=i:*J^/;irr 75> disparaître J^'^i^*— a •<»=«'•&'», 

^ I les radicaux, 1 

* — dz \/7û ] f e=e'u^ 

selon que m est positive, ou négative, ou nulles ellea 
répondent au cas où la quantité 4^— 6*, qui revient à 
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3 -j ( 1 1 1 ), et qui est de même signe que 4^C— i5* , 

estpositiye, négative ^ on nulle; elles sont comprises 
aussi dans la seule équation 



Les courbes représentées par la première , qui ren- 
trent sur elles-mêmes ^ et qui comprennent un espace 
fermé de toutes parts (ii5) , sont désignées sous le 
nom S ellipses» Celles que donne la seconde , compo- 
sées de quatre branches infinies formant deux parties 
séparées (ii7)> se nomment hyperboles j et les droites 
entre lesquelles elles sont renfermées (118), asymp- 
totes. Enfin la troisième équation est celle des para-^ 
boles (iiQ)* 

Pour acbcTcr la discussion de tous les cas compris 
dans l'équation générale 

Ay^ + Bxy+Cs^ + Dy + Ex^F (i), 

il ne reste plus à considérer que celui ob les deux 
coeffîciens A ^C sont nuls ; car quoique les transfor- 
mations opérées jusqu'ici deviennent illusoires quand 
A = Of l'équation contenant x^, quand C n'est pas nul, 
peut être résolue par rapport k cette quantité , et les 
formules des numéros précédens servent encore ^ en y 
changeant y en a; et « en j^, c'est-à-dire en faisant de 
l'axe des ordonnées celui des abscisses ; mais le cas où 
Aet C sont nuls tons deux échappe entièrement à ces 
formules, parce que l'équation (i)^ réduite alors à la 
forme 

Bxy + Dy + Es=:Fj 

m 

n'est plus que du premier degré , par rapport à cha* 
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CHoe des oc^rdoBnéess etjyc.il mérite donc un elai^eà 
à part. *'^- -■ 

Je mets cette dernière équation 8pU6 la fonçai • 

xy + dy + €x=f, / ' . 

ce qui n'en diminue en rien l'étendue, et f en tire 

• r • 4 

f — ex 

l'ordonnée ne devient* donc jamais imaginaire. 
Sï l'on fait d'abord J^ = o , on trouve 

jp — — • 
e 

Telle est l'abscisse du point E^ fig. 4g >• où la courbe Fig. 49. 
cherchée coupe l'axe des abscisses. ^^, et el]^ passe 
ensuite au-dessous •, puisque y devient négatif quand 

* > • Quand «= o , il Tient y== ^; valeur qui* in- 
dique le point F où la courbe rencontre l'axe AC 
des y. 

En passant dans la partie négative de l'axe des x^ 
l'ordonnée y continue à croître , parce que le déno-r 
minateur x + d diminue par la soustraction de x, et 
devient 6 , lorsque x = — d. Dans ce cas , la valent 
infinie qu'on trouve pour y, montre que la courbe ne 
saurait atteindre la droite GS menée sur l'abscisse 
AGzzz — dy perpendiculairement à l'axe AB. 

Lorsque at, continuant à être négatif, l'emporte 
sur dy la valeur de y change de signe, mais en 
commençant par être plus grande que telle quantité 
qu'on voudra ; on voit donc par là qu'il y a au- 
dessous de AB^ de l'autre côté- de Q&y une branche 

Trigonométrie. 8* édition. 19. 



.r 
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^JC gftiiaJMiiMfî à KJ^ mafi» albut ea. sen» imepêe, 
c'est-à-dire s^ rapprochant de jiB à mesure que Fabs^ 
cisse au^ent^Bégativenient. 

Il reste à savoir ce que devient ^ à mesure que x 
augmente 9 soit positivement , soit négativement; et 
pour çek , jq divise par x le» deux termes de l'exprès^ 
sion de ^ : il vient 

X 

résultat qui tend sans cesse vers j^ = — e , à mesure 

que les fractions ^ et — diminuent , ou que x augmente. 

Tirant donc /à une distance ^^7=^, au-dessous de 
AB f MS parallèle à cet axe, on aura une limite de 
laquelle les branches Ik et Fh' s'approcheront sans 
cesse ; et par conséquent les parties Klk et Kl'k' de la 
courbe cherchée ne sortiront jamais de l'angle SOS eX 
d& son opposé. 

Ce qu'on vient de Toir suffit pour montrer l'analogie 
qu'il y a entre la- courbe que je considère maintenant 
et celle qui est nommée hyperbole; il serait même fa- 
cile de changer l'équation de celle-ci dans la proposée» 
en prenant pour axe des coordonnées les asymptotes 
indiquées dans le n® 118. Je ne m'arrêterai point à ces 
détails , devant revenir sur ce sujet par une méthode 
plus générale (129). Je me bornerai à montrer que si 
Fon prend, dans l'exemple actuel, des coordonnées par- 
tant du point O , où se rencontrent les asymptotes GS 
et HS; et que l'on fasse 
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réqmlton proposés devient 

forme sous laquelle on \oIt bientôt que les deux 
branches sont semblables. 

121. Les derni&res épations de la page i ^5 paraissent 
réduites à la £Drme la plus simple; mais les coordonnées 
n'y sont pas perpendiculaires entre elles comme dans 
les équations de la ligne droite et du cercle , dont j'ai 
fait u^ge jusqu'à présent : cependant la situation des 
ordonnées est liée à celle des abscisses par la condition 
que les premières sont parallèles à la droite qui 
touche la courbe à l'extrémité de son diamètre. Pour 
s'en convaincre , il suffit d'observer que les points M 
et M'y fig. 46 9 47 ^^ 4^ 9 ^ confondent en un seul ^ au. 
point I y circonstance qui forme le caractère essentiel 
des points de contact (107). £n efiet^ la somme des 
deux ordonnées, ou la distance des points M et M^^ 

étant exprimée par —7 y cl'^-^ »• pour l'ellipse, par 

CL 

* 

-7-V/a* — a'? pour Phyperbole, et enfin par ^^ e*u 

pour la parabole, devient nulle au point /, où l'on a 
u^=^a pour les deux pi?emières courbes, et i^=ro pour 
la troisième. 

L'éqqation des ellipses étant symétrique par rap- 
port aux deux indéterminées/ et z», de manière que 
l'expression de s^ en / a la même forme que celle de 
t eauj ^ia pourrait prendre aussi les t pour abscisses, 
et les u pour drdoni^ées , et l'on verrait que le diamètre 
ll\fig*l^y est lui-même parallèle à la tangente menée Fi^. 4'i. 
par le point L. Les droites //'et ZjL', jouissant toutes 
deux des xs^hBfke» propriétés , se nomment pour cette 
raison diamètres conjugués. Il est évident que dans le 

la.. 
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cercle , les diamètres conjugués doivent être pcrpeadi- 
culaires entre eux , puisque la tangente menée à Tex- 
trémité d'un dîamètre quelconque lui est perpendicu- 
laire : le nombre des diamètres qui jouissent de cette 
propriété est infini pour le cercle. Il n'en est pas de 
même pour Pellîpse; mais quoique , pour cette courbe, 
l'analyse précédente n'ait fait découvrir que deux dia- 
mètres conjugués, se coupant obliquement, elle en a 
néanmoins toujours deux qui se rencontrent à angle 
droit , ainsi qu'on le verra pius bas. 

Si Von rapprocbe ce que je viens de faire sur 1 équa- 
quation générale du second ordre, de ce qu'on a vu 
dans les numéros 87 et 94, pour la ligne droite et pour 
le cercle , on reconnaîtra que l'équation d'une même 
ligne prend des formes très différentes , suivant les 
coordonnées auxquelles on la rapporte. Il peut donc 
êlre utile de savoir changer ces coordonnées, afin de 
pouvoir passer à celles qui donnent pour la ligne pro- 
posée l'équation la plus simplej et je vais chercher en 
conséquence les formules générales pour changer les 
coordonnées d'une courbe en d'autres situées dune 
manière quelconque, tant par rapport aux premières 

qu'entre elles. 

122. Le plus grand changement qu'on puisse appor- 
ter dans le système des coordonnées , sans cesser de les 
prendre droites et respectivement parallèles à deux 
lignes fixes , consiste à leur donner une nouvelle ori- 
gine et d'autres directions. J'embrasserai tout de suite 
ce cas général, et je supposerai qu'on se propose d'ex- 
primer les valeurs des coordonnées AP = x, PM—y, 
Vu, fiô fe. 5o , relatives aux axes AB et AC, par deux autres 
^' ' ^ordonnées A^P" ^t^P^M^u, rapportées aux 
axes A^B" , A^C , dont on connaît la position à 1 égard 
des premiers. 
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Ajant mené pu la aouvelle origioe A", Ifs dR>i^ 
-i"/** et ^C, respeclÏTement parallèles kABeik AC^ 
les distances AA et A' A* fieront doDuées par l'hjpcp- 
thèse, et en les représentant par « et par ^, ou'^ra 

APz=:A'P + AA'=A'P'-i~», 
PM = PM + A'A'=P'M + fi. ' 

Tirant ensaite par le pied de la nouvelle ordonnée P'^Hf, 
les lignes P'Q et P"R, l'une parall&le à AB et l'autreà 
AC, on oliservera que puisque les ajes A'B" et A'C , 
sont donnés de position k l'égard de ^B«t dé ifCjOih 
connaît tous les angles des triangles A'P'R, P'JUQ, 
ou, ce qui revient au même, les rapports de leurs cdtéa 
homologues ; faisant donc i '-' 

A'R ^ P'n _ p^ _ Q^ _ ' ' 

^^„_m, ^p„-n, p.^-~p, p'M — 1' 



■ jt'R=m.A'P" = ml, P'R^n.ATP''— ^^ 
P'Q=i p.P-M^rzpu.,. QSl^g.B''M—qu^ 

d'où l'on tirera 

A''P'z=A'R + P"Q = mt-i'pu, 
P'M == P"R + QM ^nù + qu. 



X = AP.=cA'P''^»^mt-^pu+tt^ . 



Telles sont les valeurs les plus 
prendre les coordonnées « et ^ 
angle quelconque, lorsqu'on les 
coordonnées du même genre , n 
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TOudra. Toici maintenant comment on en dédnH celles 
qui conviennent aux différens cas particuliers qui pen- 
Teùt se présenter. 

x^. Si l'on supposait les nouvelles coordonnées parai-» 
lèles aux premières , et qu'on ne fît que changer la 
position de l'origine y les lignes A'^C et jfCf se con~ 
fondraient, ainsi que jfB" et A^B^j on aurait par 
conséquent 

771=1, n==:o , p=so f g=2|^ 

et il ^en résultenit 

ce qu'il est facile de voir à priori^ puîsqucpalors jfP' 
et k'^P' se confondraient, ainsi que P''Ifî et P^M. 

£n égalant à zéro ou « ou i3y on conservera dans sa 
place , on l'axe AC, ou l'axe AB. 

2?. Si l'on ne voulait changer que la «lirection des 
ax0s AB et AC^ et qu'on laissât toujours l'origine au 
point A y les lignes A!'B' et A^C tombant dans ce cas 
sur AB et sur AC, on aurait en même temp» 

ii=:o et /3=:0, 

ce qui donnerait 

X = mt'-{'pu y y z=znt + qu. 

On voit qu'en supposant m = i et ts = o , d'o& il 
résulterait ârsc:^-f*j9tf,^sx:ijrz/ , on ferait coïncider 
la ligne ATS' arec Al'ff , et que par conséquent on 
n'aurait changé que la direction de Fordonnée; on 
prouverait de même que a; t= mf «t ^ =: nf 4- ù sont 
tes valeurs de x )et de y^ relatives au d^ngement de la 
i&tkliftfion des afbscisses. 

B Èiut observer qu'il y a entre les quantités nij 
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ii, p el 7 9 q«î dépéDÛa^ de la dÎMclioti âeiB'ttcMiidlês 
coorJÊÊïÈéen, vue velaèkm nèccMairéy «en lorie* qttVm 
se pe^ les prendre tontes les quatre «irbitmtemewt^ 
^car si y 'Connaissant Tangie im axes primîtfft i^'fi' et 
JTC ^ on ac donnait encore les ' angles B^A'B^ ift 
CjrS*y la position des nonreaux di&€6 Jp^'^^'JtC 
aérait entièranent déterminée par oes. ff0t9>att|g^t 
«nssi, lûrsqne trois des quantités m, n^ p et f sont 
4)onnuesy on constrnit aisément les axes de^enx %^ 
tëmes de coordonnées. - '* 

En effets soient données m, itetp; oHi-tlrerà-tfâlionil 
nne ligne quelconque ^ pour représenter l'axe ji"^, et 
prenant sur cette ligne, une grandeur arbitraire JTRy 
on eonstriiîra un triangle jfRP*y dont leà côtés ATR^ 
P^R et y#*P*', soient entre eux comme les quantités to, 
n et I ; le côté P''R sera parallèle à l'axe J^C, et le côté 
jf'P' donnera l'axe A'^B''. 

Considérant ensuite que si l'on prolongeait P^R )usr 
qu'a la^ ABftMfntre de A''C, les triangles A^RlX^t P'QM 
seraient seœUables comme ajant leurs côtés parallëlea, 
(EU qu'on aurait A'R l A^D II P"Ç : P''M^ ou :: /) : i , 
on Yoit qacA'D, étant déterminé par cette pi^portion , 
suffît pour achever Iç triangle A^RD et obtenir l'autre 
axe ATÙ". Le rapport des côtes ATD et DR donnera la 
quantité q. 

Lorsqn'en passera d'un système connu de coordon- 
nées à Hin antre système également cdiinu > les qixâti- 
tités m y n,p etçt calculées suivant leurs définitionsi, 
auront entre elles la relation dont on vient de parler; 
mais il suit de ce qni précède ^ que la position de Tort- 
gine étant donnée , on ne peut déterminer la direc- 
tion des nouTeaux axes , de manière à satisfaire à plus 
de devx conditions différentes > et que dans les expres- 
sions X = mt-^pu + * , ^ t= n* + y» -f" /8, les qnan- 
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,^\ê$ » et y, i et tf ne «diraient être les ooQrd«aiiéev 
d'on même point, relatiTcmeilt à deax systèaie» de 
ooocdomiées droites et parallèles , tant que m, iv,/>;etf 
seront qvelconq'aes. Voici un moyen très simple de 
troùTer là relation qui doit exister entre ces quantités* 
> Si IVm ttiène par le point M, les droites MG et MB^ 
xespectivément perpendiculaires sur u^B' et A^B^^d 
qu'oii> suppose connus les angles MP'B' ?=? €rjfJQf et 
MP" B" ^T^Ç AT B\ on aura le. rapport deP'if àP'G^ 
et celui de P"3f à P''H, Nommant g le premier et h 
le second, il. ca résultera 

P'G = P'JlfX^ et P''H=P''My<n', 

tirant ensuite A'M , et représentant A^P' et ^'ilf 
par / et y, les triangles ôbliquangles A^P^MeijCP" 
donneront 



a 

En égalant ces deux expressions de A" M y il yiendra 
,'» -f y a 4. 2^y = ^ + a» 4- 2À^; 

mettant pour x' et y' leurs valeurs mt-j-pu et w^+gra^ 
on aura ,. , 

(in'rf- »* + agmn) ^*+ (p» + î*+2^y)w* 

Cette équation devant avoir lieu, quelle que soit la po- 
sition du point M, il faut qu'elle se vérifie toujours, in- 
dépendamment de t et de u, condition qui 'donne les 
trois équations 

mp -f" n<t "^gÇ/^p + ¥^) ^sÊ.hi.- *'f 
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En chassanft g deè deux premières , le résultat 

(lïi* -{«• n^)pq — 0?* + ^*) rnn zszpq — wi», 

exprimera les conditions auxquelles doivent satisfaire 
les quantités myn,p eXq* 

124* On suppose le plus souvent que les iiouvelles 
coordonnées u et ^ se repcontrent à angle droit,, ainsi 
que les premières; dans ce cas, les équations oi^4ièMii0 
se simplifient beaucoup.^ Les angles MF^S et MP^B^ 
devenant droits^ P'G ou gy et P'Htôxj^ 7iw, S*évâ- 
nouissent , içn sorte qu'on a seulement 
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my = I — /j* _ gr« 4. n'y» ; 

et à cause de nip =r -^ /i^^ il vient 



IS. ^.'' t 



Comparant ce résultat av^ç l'éqoatî^iM «in^^^-V tq? i> 
on trouve y 1=1», ce qui donne pcis— ^wj'ion a d^iic 
enfin 

en observant que les quantités m et n dépendent l'une 
de l'autre y en yertu de l'équation ot* -+-/*•= i. 

La figure 5i , construite pour ce cas particulier, Fig. 5i. 
fait voir que m est le cosinus de l'angFe B^jfB'y que 
R en est le sinus y et qu'on a 
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^!J! seiQJUaUe à KJ^ mais allant en sens isTerae, 
c'est-à-dire se rapprochant de AB à mesure que l*abs« 
cisse au^enté négativement. 

Il reste à savoir ce que devient y à mesure que a* 
augmente ; soit positivement, soit négativement; et 
pour cela , jo divise par x les deux termes de l'expre»* 
sion de ^ : il vient 

X 

résultat qui tend sans cesse vers jf = — « , à mesure 
que les fractions ^ et — diminuent , ou que x augmente. 

X X 

Tirant donc /à une distance AH ^=16 y au-dessous de 
ABy as' parallèle à cet axe, on aura une limite de 
laquelle les branches Ik et fk' s'approcheront sans 
cesse ; et par conséquent les parties Klk et K'ÏV de h 
courbe cherchée ne sortiront jamais de Fangle SOS et 
de son opposé. 

Ce qu'on vient de voir suffit pour montrer l'analogie 
qu'il 7 a entre la* courbe que je considère maintenant 
et celle qui est nommée hyperbole; il serait même fa- 
cile de changer l'équation de celle-ci dans la proposée» 
en prenant pour axe des coordonnées les asymptotes 
indiquées dans le n® ii8. Je ne m'arrêterai point à ces 
détails , devant revenir sur ce sujet par une méthode 
plus générale (129). Je me bornerai à montrer que si 
Fon prend y dans Pexemple actuel , des coordonnées par- 
tant du point O , où se rencontrent les asymptotes GS 
et HSi et que l'on fasse 
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Poor cbanger-à Ia IMs^^ns ûe eàs, Fongîiie des 
coordonnées et b direotîoa de leurs axes, il faudra 
donc prendre 

s=zmt — 7iu-4-tf, y z= nt+ mu + fi (^i^i^j 

en «jant égard à TéqvatîoiB 

!»• + »• = !, 

et Ion ne pourra disposer alors que de trois quantités , 
savoir y «y |S et Tuaie des l^nantités m, n. 

fin • stn • 

U n'cit plos bttoia Je coandërer aoentie éqaaiioii de condition , 
puisqu'il n'y a dans Ut calcul qwe les qnantiiés aéQestiÎTCS 4i la dé- 
termination fies tystèopes de coordonnées. D^aillencs ces ^fiyitioos 
de condition sont implicitement coihprises dans les désignations de 
sinus et de cosinus, puhn^aû -a"* *h tos «% == i. 

Si Ton suppose que Pangle Oj^B^ des axes primitifs soit droit, 
(m«otajili<éfc=:«y'«tftBriiiiidsa«enl«iDaif . 

Il est tfsible qtié' Tàn^le C^jI^B" des axes des noovelfcs coor-* 
doènëes'cKi^^ait'^éfté on gfc'Mral par «^(<^^p); s^l devait écrt 
drctt ^.m^jiieaonips ^oe orim^ aay» prhHÎtila, on nnmii 

si.i 44f **"' ^° ^» '^^ 4 1«= ^s f <b3), 
et ^lar cofisé^foctkt . ' ' ' 1 

' *' • ■ ï' = tCos^— i'iiisïiri^; ' 
« y^axealtt^*f»«cos^, 

atflsi <(a^ le MÏtiiiàîi immédiatéâacfirt de la figure 5 f , oïï Taxe 
.^dTC tombe de Tautra cdif ^éfe.llttè Jl^'C^at.rsppoft M^*e 
A'&j circouscftnoe 'C^prinat'e par le cbaogciQ^t de signe de 
Tangle^. , 
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125. Je yais exposer, n^iotâHaat les sîmfiiificatîons 
qu'on peut apporter à l'équation génitale 

parle moyen de la transformation 'des coordonnées, 
en ne cessant pas de les prendre perpendicolàirerentre 
elles. 

Si Pon fait 

x=>w^— w^-f-ct, • , ,yz=znt-^mu^ fi, 

le résultat de la substitution de ces valeurs dans l'équa— 
tion (i) sera encore une équation complète du second 
degré ^ enu et t; mais comme on y aura introduit trois 
quantités arbitraires ; on pourra s'imposta* autant de 
conditions qui simplifient ce ^ résultat , égaler , par 
exemple, à zéro, les.coefficîens des quantités ut, ieXiUy 
afin de faire disparaître les termes qui eki sont aâebtés: 
on obtiendra alors une équation de la formé 

semblable aux deux premiài!e».da n? ^^ao. Cetie forme 
est remarquable, i^. ei^ ce que Jçs^deux yaleurs de £ 
étant égales et de signea diffénens, il s'ensuit que l'axe 
des nouvelles abscisses u est un di^1^ftrJÇ!, (i s i) ;, 2^. en 
ce que chaque valeur de z^., .piipise. posUivjOiiafiAt et né- 
gatÏTement j donoanti le^ mêmes valeur» - pour* ^y il en 
résulte que l'^rigin^ àç^Uy placée sur. le D^ilieu du dia- 
mètre, est le oentre-dels' courbe 41 ^4^ ! ^^^ 

Le calcul devient plus simple, lorsqu'§juJ^iei;^^4'C)&ec- 
tuer en même temps, par les. expressions ci-dessus, les 
cbangemens d'origiiie et de. diirection des coordonnées > 

on tran^porte^^d^jalîord le? a^^Çji, par^llèleii{efj,V.A PV^^- 
mtme^ Si, pour oelft^ ^ouriprend. . :.:./: >!> -.»; 
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réq««iîoii (r) devieadni 

+ (rlJ^fi^•Bct + D)y + (2Cm + BS+E)A (2). 

Les quantités m et fi étant toutes deux arbitraires , on 
peut en disposer pour faire disparaître les termes affectés 
de jc' et dej^, en posant les équations 

iiJfi + Bm + D=o, aC« + i5^+^=o, (a), 

desquelles on tire 

_ BD — !3lAE BE-^QiCD 

"*" ^JC-^B^ ' ^"" /^AC — B^ ' 

Il ne reste pins après cela dans l'équation (2) , que 
les termes affectés de j^*, xy , x'*, et des termes in- 
dépendans des coordonnées x' ei j/'y ces derniers se 
réduisent , à l'aide des équations (a). £n effet , multi- 
pliant la première de celles-ci par jS, la seconde pa^ «y 
et f etranéhant leur somme de l'équation (a) , après y 
ayolr supprimé les termes qui doiyent s'évanouir , il 
viendra 

jy^+Bxy+Cx^—Jfi'—Bmfi—C»*z=F. . .(3). 

Je place à présent les axes des coordonnées dans une 
nouvelle direction^ mais toujours à angle droit , en 
prenant (n^ précédent) 

et ces valeurs étant substituées dans l'équation (3)^ la 
changent en 

[An'' + Bmn + Cwi*]^ 

+ [Am^—Bmn+Cn'qu^ > ^^'' 

— A^^—Bmfi — Cm^z=zF 



\ 
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Les deux quantités m et n ne jdovant $atl8fiuff« qa^k 
l'équation yn^ -j" ^^^ = i > il en reste one à déterminer, 
et j'en dispose pour ôter le produit uû^ en %a1ajit à 
zéro son coeffîcienty ce qui fournit l'équatioti 

a (-rf — O m/* + i? (m*— »^) =3s o (p^). 

Faisant ensuite , pour abréger . 

Jm*— Bmn + Cn!' = C, 
l'équation (4) devient 

et prend ainsi la forme demandée , en supposant toute- 
fois qu'on puisse trouver des valeurs réelles pour m 
et /ï, qui sont données par des équations du second 
degré. 

1264 Ces valeurs se déduisent de la combinaison des 
équations 

2(-<f — C) ran + B (ot* *— »') =s o, 
La première donne 

si l'on fait ,u, ■ * ^, = y, qu*on élève au qnarré la 
2^C — -^; 

valeur de /»», qu'on en chasse »* , au moyen de l'équa- 
tion 7»* + n* = I , il viendra 



m* — 1»*;=— 



>' 



»+4>" 
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d'o« l'en lifeim 



/ y — 1 

V* 1+43.* ^ avT+4/' 



puis n' 



•■<-a»/i + 4;,»" 



mettant an lien de y la quantité qu'il représente , et 
substituant les valeurs de m* et de i»* dans Texpressic»! 
de m», on trouvera, en n'aj«iit égard qu'aux Mgnes 
supérieurs des radicaux , 

ail ^ ""^ ■" 



»*r-^ 



C — ^ 






TltTl 



Les yaleurs de ttk ^^ de Tt , tirées de celles de wSf' et 
de r^j seront afiPectées des signes ±; mais on Toit par ' 
l'expression de mny que ces signes doiyent être choisis 
de manière que le produit mn soit de même signe 
qae B (*). 

(^) Si , comme il est indique dans la note, page i86, on fait 
I^A'B = ^ , on aura 

m = cos ^, n = sin ^, 
dVu 

m/i=8in^cos^:;=|sia»^ (ii) , 
m» — /i* = cos ^» — sin ^* := cos 3^» 

et par conséquent 

|sia3^ , mn B 

formule qui donne tout de suite l'angle que fait Taxe des t avec 
celui des or. 
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£n (ubstitoant les valeurs ie m*, n* et mn , dans les 
expressions de ^ et de C , et en réunissant les termes 
qui ont le même détaominateiir , on vena, arec un 
peu d'attention, que leur numérateur sera divisible 
par |/(C— -.<)• + £*, et que 



L'examen de ces expressions conduit aux consé- 
quences sni vantes. 

i". Les quantités A' AC sont toujotirs réelles. 

a". Si ^ et C ont le même signe, qu'on peut alors 
supposer +,en changeant, s'il le faut, le signe de tous 
les termes de l'équation (i) (laS), A' sera toujours 
positif, et C le sera sealement qnand 



condition qui revient à 

ou 11 2-^C > — zAC + B', 

ouà ' 4^C>5', 

et de laquelle il résulte que ^AC — £' est une quantité 
positive. 

3". Si yi et C sont de signes diïFérens, ou que A 
étant positif, ou rendu tel , C soit négatif, ii viendra , 



' irs A' sera positif et C négatif; mais à cause du signe 
dont est affecté ^AC, la quantité ^AC — ^ est 
Mtive. 
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Il suit de là que le signe de C dépend de celui de la 
quantité i^AC—B\ 

4** Enfin si /^ACé=B*, il Tiendra C=o, circons- 
tance remarquable non-seulement parce qu'elle réduit 
à À!e=iF* la transformée ^V + Cu'^zF'y mais 
encore parce qu'elle rend infinies les expressions de « 
et de jS (page 189); on ne peut donc, dans ce cas, faire 
disparaître h. la fois les termes affectés de ^ etdeo;^» 
dans l'équation (2). 

« 

127. Pour parer à cet inconTénient , je ferai immé- 
diatement dans l'équation (i), 

ce qui donnera 



C^»* + Bmn + Cm'"'] ^* . 
+ [i{A—C) mn + ^(1»*—»*)] ut 

+ (J)n + Em) 1 4- {Dm — En) u—F 



(5); 



et je poserai l'équation 

* a(-^— C) mn-^B (m^ — fi*) = o (m), 

pour faire disparaître le produit uù : les valeurs de m 
et de n, ainsi que celles des coeiSîciens de ^ et de u^f 
seront donc les mêmes que dans le numéro précédent 1 
et la transformée deviendra 

A'^+ Cu' + ipn+'Em) t+ {Dm—En)u=zF{6). 

Pour achever de la simplifier, il reste à changer l'ori- 
gine des coordonnées, en faisant 

t=it[ + m'j uz=zu' + e^^ 
et l'on obtiendra 

Trigonométrie. 8* édition. i2 
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+ (iiC^'+Dm—En)u' 

II est encore éyident^ soas cette forme ^ que le terme 
affecté de u' ne peut disparaître quand C := o ^ car 
Féquation 

qu'il faudrait poser dans ce cas, donnerait ff infini; je 

disposerai donc des deux quantités arbitraires m et /S', 

pour 6ter le terme affecté de tf et ceux qui sont indé« 

pendans des coordonnées u et /', ce qui entraîne les 

équations 

2/^rt' + Dn + Em=s o, 

Faisant ensuite , pour abréger, 

aCiS' + Dt» — J?/i = — JS' , 
j'aurai l'équation 

A't'^ + Cu'^ — ETiJ = o. 

Pour reconnaître tous les cas embrassés par celte 
transformation , il faudrait cbercber quand «^ et fi>' 
peuvent être déterminés par les deux premières équa- 
tions posées ci-dessus; mais il sufSt, à l'objet présent, 
de considérer le seul cas où 6^ = (*), ce qui réduit 
^ii^-""— ^^"i—i""— ■— — ^— "i^— ■•^■^— •— ■— "^^ ■— ^— — «™^— ■— i«««-.«»-«-.«^» 

(^} Tout les autres étant compris dans rëquation 

qa'oii change aisément en 

enfaîsani u=u'± y ^, et £' = q:a V/C^F. 

On pourrait aussi commencer par la dernière transforme't^ en 
passant da n" ia4 an n^ 137. 
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k seconde de ce$ màmet équatioos, à 

^V* + (D/i + Em)aL' + {Dm — En) ^'— F= o , 

et la transformée en / et u', à 

^/« =: JSTit'. 

« 

On simplifie encore la deuxième équation entre tif et 
iS', en la retrancliant de la première multipliée par a\ 
et en observant que l'hypothèse C = o donne 

Dm-^Enssi — E'i 
alors on a 

jfaf^ + E'fi'+ F =0/ ^*^' 

Enfin Vhypothèse (/ = o , qui répond à 4-^0 = jB*, 
étant établie dans les résultats du n^ précédent , les 
change en 

- . c , ^ \/ac 

I 

Lorsque Dm — En=iO , on a jE^sso, et les équa-> 
tiens (a') ne renfermant plus que l'inconnue et', peurent 
ne pas s'accorder; mais par cette hypothèse , et en y fai^ 
sant C:sso, Téquation (6) (page 193), prend la forme 

et ne contient plus que la coordonnée t 
128. Tous les cas de l'équation générale 

i3.. 
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sont donc compris dans les trois transformées 

> . . .% . . 

les deux dernières répondant au. seul cas ou 4-^C=B*, 
et la première à tous les autres. 

Les trois formes indiquées dans le n® 120^ se re- 
trouvent dans les deux premières équations cî-dessus, 
avec la seule différence que les coordonnées sont main* 
tenant perpendiculaires entre elles ; et pour eette rai* 
sou on appelle axes les diamètres auxquels sont alors 
rapportées les courbes que représentent ces équations^ 
dont je vais rappeler les circonstances principales. 

.1^ Si les quantités ut eX C sont toutes deux posi- 
tives/ ce qui répond aux cas de l'équation générale, 
dans lesquels 4^C— J^* a le signe -f-, la transformée 



^'*» + CV = FS 



donnant 



appartient à une ellipse (120). 
Fig. 59. On en trouve les demi-axçs 01 et OLyfig* Sa^ en 
cherchant la valeur de u lorsque ^=0^ et celle de t^ 
lorsque u=o : on obtient ainsi 

et représentant ces'lignes par a et 6^ on eh conclut 
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F' F* 

£,=«», d'où c=^.. 
£_i. ^-^ 

* résultat qui est semblable à celui du n® ii5, et qui se 
construit de même. 

Lé cas actuel comprend aussi l'équation du cercle i 
qui se présente quand C "=> A'\ puisqu'alors la trans- 
formée devient 

^(^• + «»)=:F', ou ^+l.*=J, 

et que les coordonnées sont à angle droit. 

L'équation A'^ + Cii^'=>F' devient absurde quand » 
A' ^X C demeurant positifs ^ F' est négative^ mais 
elle peut se vérîiier en faisant ^ = o^ u=o, lorsque 
F '=^Oy et ne représente alors que le point où est 
l'origine des coordonnées : c'est l'ellipse réduite à son 
centre (i i6). En mettant dans la valeur de P (pag. 190) 
celles de « et de /S^ on exprimera sans peine , par les 
coeffîciens de l'équation (i), la condition qu'elle doit 
remplir pour signifier quelque chose. 

2?. Si A' et C sont de signes différens , ce qui ré- 
pond au cas où l^AC — B^ a le signe — , l'équation 
en ^ et i« prend nécessairement une de ces formes \ 

A'tf—Cu' = F', 
A't^—Cu^z=z — F', 

et si l'on met pour^' et C leurs valeurs en a et h^ 
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il vient, après les rédactions^ 

■n i = — » ^=±:-V^M» — a*. 

Ces deux équations appartiennent à des hyperboles 
(120); mais la première est trayersée par l'axe des/ 
et non par celui des u^ parce qu'on ne peut y faire 
tzsz o : le contraire a lien pour la seconde. 

II faut remarquer que quoique la valeur ^=j/— A*, 

qui répond à z£=o, dans la seconde, soit imaginaire , 

Fig. 53. on ne laisse pas d'élever au centre O, fig, 53^ une per^ 

pendiculaire OL^=z^ h^ '=zh ^ et que, par analogie 
avec l'ellipse 9 on appelle second axe la ligne LU 
double de 0L\ mais on en distingue y par le nom Scuce 
transverse ^ la ligne IF qui rencontre la courbe j ce que 
ne saurait faire la ligne LL\ 

Lorsque (y-=.A' les axes deviennent égaux , et l'hy- 
perbole est èquilaûre^ 

Il est visible que quand /^=o, les équations de 
l'hyperbole se réduisent à . 




et ne représentent plus que deux lignes droites (i 18}. 
3^. Quand on a 4^67::=^% la transformée étant 



jti^^EiJ, ou i=:^±:\/^u', 

appartient à une parabole qui rencontre son axe IB^ 
Fig. 54.;^* 54 > à l'origine des coordonnées f et u\ 



i. bA GiomâTRiE. 199 

Quand J^'sro et que les équations (a^) (page igS) 
s'accordent, il vient Ad^^sso, résultat qui y donnant deux 
fois /=Oy indique Taxe IB sur lequel les branches de 
la parabole tendent à se réunir lorsque E' diminue. 

La dernière transformée 

ne donnant aussi pour t que deux valeurs déterminées, 
indique deux droites parallèles à l'axe des u* 
Enfin il est à propos de remarquer que Péquation 

A'i^ + Cu'^ — 1?V = o (127) , 

est commune à l'ellipse , à l'hyperbole et à la parabole; 
<m a la première de ces courbes quand A' et (T sont de 
même signe, la seconde, lorsqu'ils sont de signes dif- 
férons, et la troisième, lorsque C= o. 

Le point sur lequel se trouve l'origine des coordon- 
nées étant placé à l'une des extrémités de l'axe, se 
nomme le sommet Dans l'ellipse et dans l'hyperbole, 
il y a deux sommets marqués / et l'y fig, 52 et 53; la 
parabole n'en ayant qu'un seul, fig, 54, n'a point de 
centre , et c'est pour cela que son équation ne saurait 
prendre la forme 

1 29. Après avoir reconnu par les formules des n uméros 
précédens, à quelle espèce de lignes se rapporte tel cas 
particulier qu'on voudra de l'équation générale , on a 
encore besoin, pour tracer cette ligne, d'établir les 
axes des coordonnées de la transformée, par rapport 
aux axes primitifs, et de construire les quantités A\ 
C yP o\k E' ', c'est à quoi le lecteur tant soit peu ha- 
bitué à particulariser des formules générales, ne sau- 
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rait éprouyer de difiGicalté:. aussi je ne pense pas qu'il 
soit nécessaire y pour des .opérations qui ne sont point 
de celles qu'on pratique souvent ^ d'entrer dans une 
énumération de règles presque toujours . effacées de la 
mémoire lorsqu'il arrive d'en avoir besoin ; et l'exemple 
suivant, quoique très simple, suffira d'ailleurs pour 
en montrer l'inutilité. 
Soit l'équation 

xy + Dy + Ex = F\ 

en la comparant à l'équation (i)^ on en conclura 
A = Oj J!5=i, C=:o, 

et puisque ^AC n'est pas égal à 5*, c'est à la trans- 
formée 

que se rapporte le cas que l'on considère. On trouve 
ensuite (pag. 1 89 et i go) , 

i« = — D, /3= — je, F'z^F+DE, 
puis (pag. 192), 

et par conséquent 
^ iè—iu^=F+DE, ou^— tt*=a(F+D£j: 

la courbe chercbée est donc une hyperbole dont les 
deux demi-axes sont égaux à v/a(F+/?£), et tra- 
versée par celui des t (128). En remontant aux -trans- 
formations opérées par les valeurs 

assssix' +«c, y = y + ^9 
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on Toit d'abord que l'origine des t et des u répond au 
point où x = «,j' = i8; prenant donc, j/^. 55, les** ^ 
distances u^^'=^ — £>, AA'^sz — E\ le point -^^ sera 
cette origine. Calculant ensuite la valeur de m, on du 
oosinns de l'angle que forme l'axe des t aTec cdui 

des o:^ on trourera le nombre — 7=> qui répond à 

o»,5, et faisant l'angle B'jfjf y égal à 0^,5, puis 
menant A^C perpendiculairement à ATE", on aura 
les axes des t et des u\ prenant enfin ATI et 

AT :=:z V/2(f + DE) , on déterminera les sommets 
/et r de l'hyperbole qni est le lieu de l'équation 
proposée. 

La même marche conduira , toujours au résultat, 
pour quelque exemple que ce soit^ et j'ai choisi le pré- 
cédent, déjà traité dans le n*^ 120 , afin de prouver que 
la courbe indiquée dans ce numéro, par ses asymp- 
totes, est une hyperbole, et d'en trouver les axes (*)• 

Souvent aussi on cherche quelle est la courbe douée 
^une propriété particulière, qu'on ignore appartenir 
à une courbe déjà connue; mais alors l'équation rela- 
tive à cette propriété rentre dans quelques-unes des 
équations qui ont été discutées : c'est ce que montre- 
ront les questions suivantes. 



(^} On pounyit dëdnire îmmëiliatement de IVquadon générale 
des lignes dn second ordre , Pëqnation de Thyperbole , par rapport 
à ses asymptotes, en transformant les coordonnées rectangles en 
d'autres dont Pangle soit indëterminë. On introduirait alors quatre 
quantités arbitraires (ia3} dont on disposerait pour faire dîsparattro 
les termes afiPectes de t* , u>, t et u , ce qui re'duiraii Tëquation gé- 
nérale du deniième degré à la forme Bfut^=^F'\ mais on tronvetait 
que les quantités m et n n'ont des valeurs réelles que dans le cas 
où 4-^C— J5« a le signe — , c'est-à-dire pour l'hyperbole seule 
ment. 
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• 

i3o. Trom/er Inéquation d'une courbé telle , que ei 
Fig. 5a. l^on mène de chacun de aee points M, flg. 5a , à deux 
points fixes j Y etY' ^ les droites MF et MF^^ la somme 
dé ces lignes soit égale à une ligne donnée. 

Si Ton représente par 2a la ligne donnée , par ae la 
distance FF* des points fixes, en prenant pour origine 
des coordonnées le point O, milieu àeFF'y en sorte que 
OF=OF' = c, et faisant OP = x , PM = y^ on 
trouyera 

FP=^c — Xy F^P=zc + x. 
Les triangles PMF, PMF^, rectangles en P, donnant 

MF = \^FP + Pm\ MF" = N/f^ + PM, 
on obtiendra 

MF=y/{c—xY +y * MF'^ \/(c + xy-^y* ; 

mais, par l'énoncé, on a, sur toute la courbe cher- 
cbée, 

MF+MF=iMi 

ai donc on pose MFz^iz^ il viendra MF'^zi^aa-^z^ 

et par conséquent 

# 

En élevant au quarré , pour faire disparaître les radi- 
caux, il en résultera 

«» = c* — 2CX + a;* +y*9 
4«*— 4^z+ a* = c* + 26*a:7 + 0?* + j^' ; 

retranchant la seconde de ces équations de la pr«<^ 
miëre , il restera 

— 4û* + J^az = — ^cx. 
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a* — ex 

1 ■ ... ■ 

a ' 



snbstituant enfin cette valeur de s dans la première 
expression de «^, on parviendra à l'équation cherchée, 
qui sera 9 après les réductions , 

Cette équation n'étant que du second degré , montre 
que la courbe cherchée ne peut être que l'une de celles 
qui ont été discutées précédemment; et pour recon- 
naître à quelle espèce elle appartient, je donne à son 
équation la forme 

a>* + (a« — c*) x» = a4 — tf"c«. 

En la comparant alors avec jf^+ d*'=jF^, aprè^ 
avoir écrit dans cette dernière y et x pour ^ et u, on 
aura 

d'où fou conclura qu'elle est celle d'une ellipse, 
puisque, c étant moindre que a, les quantités ji% C ^ 
P y sont essentiellement positives (128). En posant, 
poar abréger, a?— c*=ô* il viendra 

ay 4- è*x* = a»^S 
d'où l'on tirera 

h j ' 

r=lh-V/a* — 07». 
a 

Les demi-axes 01 et OL de cette ellipse sont res- 
pectivement a et i^; et comme 6* = a*'— c*, on tire, 
de là 
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ce qui fait voir que lorsqu'on ne connaît que les axer 
lï et LU d'une ellipse , on peut trouver sur le plus 
grand des deux, les points F et F' pour lesquels 
MF+il£F^ =://', en décriyant du point L, comme* 
centre , et d'un rayon égal a la moitié du grand axe // > , 
un arc de cercle; car aux intersections jP et i^ de cet , 
arc de cercle ayec l'axe //, on a 



OJFrs OF' = ^ FL— OL= V^a* — b\ 

L'énoncé du problème que je \iens de résoudre o&e 
donc une propriété commune à toutes les ellipses,, sa- 
Toir : que la somme des lignes MF et MF', qiûon namjne 
rayons vecteurs , menées aux points fixes F et F', pris 
sur le grand axe^ et qi£on appelle foyers ^ est toujours 
égale au grand axe. 

i3i. Cette propriété donne un moyen très simple 
de trouver autant de points qu'on voudra des ellipses, . 
ou même de les décrire d'un mouvement continu. £n 
effet, si du point F, comme centre, et d'un rayon 
FM > IF, et < IF\ mais d'ailleurs arbitraire , on 
décrit un cercle, et qu'ensuite prenant pour centre le 
point F' et pour rayon la différence F'M eaire le 
premier rayon FM et l'axe IT, on décrive un second r 
cercle, il coupera le premier en deux points M et M\ 
qui appartiendront à l'ellipse. En répétant ce procédé 
avec diverses ouvertures de compas, on obtiendra de 
nouveaux points de l'ellipse demandée; et si ces points 
sont un peu multipliés, on pourra , en les joignant par 
un trait libre de la main, achever la courbe d'une 
manière d'autant plus exacte, que les points déter- 
minés seront en plus grand nombre. 

Lorsque l'ellipse doit être fort grande , on la traee- * 
par un mouvement continu , en fixant aux points F et 
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P ^ les extrémités d'un cordeau dont la longueur est 
celle de l'axe IV \ on tend ce cordeau par le moyen 
d'un piquet M que Ton fait glisser le long du même 
cordeau, jusqu'à ce qu'il reyienne au point d'où il est 
parti : alors il a tracé l'ellipse demandée. 

Il est utile dé se rappeler que la distance c, d'un 
foyer au centre y se nomme excentricités 

h - 

L'équation ;y z= ± - \/a^ — x^ fournit une cons- 
truction par points, très commode dans la pratique. 
Ayant décrit du centre O de l'ellipse demandée^y^-Sô^ Pig. 561. 
deux demi«cercles , l'un sur le grand axe et l'autre sur 
le petit, pris pour diamètres, et mené un grand 
nombre de rayons OA^, ON', etc., on abaissera sur 
l'axe //', les perpendiculaires PN, P'N\ etc., €t on 
mènera par les points jR, /J', etc. , où les rayons ON^ 
ON' y etc. , rencontrent le plus petit des deux cercles» 
les droites Rilf, R'M'y etc., parallèles à /T ^ les points 
M 9 M' , etc. , que ces parallèles détermineront sur les 
perpendiculaires PJV, P'N'y etc., appartiendront à Pd- 
ïipse cherchée. Par l'opération que je viens d'ilidiquer, 
on n'obtient que la moitié de cette courbe ; mais on 
l'aura tout entière, en répétant la construction au-des- 
isous de: l'axe //• 

Pour reconnaître l'exactitude de cette construction , 
il suffît d'observer qu'en vertu du parallélisme des 
. droites RM et //, on a 

ONl OR :: PNlPM'y 

car, en faisant OA'^^ss a, ORzszbj OP=Xf il en ré-v. 
sultera ^^ 

a : b :: ^/a» — a;* : PMj 
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- d'oh 

PM=- v/a"— x" = V C*). 
a 

ï32. Je modifierai dans cet article le problème que 
j'ai résolu dans le numéro précédent ^ et je demande- 
Fig. 53. rai qu'on ait MF'—MF=ir = 2a, fig. 53, au lieu 
de MF+ MF' ^=2!ia'j c'est-à-dire que la différence 
des rayons vecteurs soU constante. En gardant d'ailleurs 
les dénominations de l'article cité ^ on aura 



MF = VfP + PM'^^z z = /(c— a;)*+j% 



d'oi l'on tirera 

jB* = c* — 2cj; + x*-j- y*, . 
4^* + 4^5 -+ z* =5 c* + 2ca: + a:* -f- ^*; 

retranchant la première de ces équations de la seconde, 
on obtiendra 

4^' + 4^^ = 4^^; d'oti 2 = "^^1^ . 

a 

Avec cette valeur de 2^ on parviendra à une équation 



(^) Cette constroction donne anz valeurs de x et de^, une forme re- 
marquable. Si Ton de'sîgne par ^ l'angle NOP, il vient OP=a cos ^ j 
et comme PM est égale à la perpendicnlaire qu'on abaisserait du 
point R sur OP, il en résulte que PM=: & sin ^ : on a donc 

Ces valeurs e'tant substituées dans l'ëquation à Pellipse — + j- = i.^ 

la vérifieront indépendamment de l'angle ^. Ceci est le cas le plus 
simple d'une transformation par laquelle M. Yvory a beauconp faci- 
lita la solution d'un problème relatif «'i l'attraction des spheVoïdes. 



\ 
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qui f par le déreloppemeoti se réduit à 

(c* — a*)x» — ay = aXc"" — a») . 

Dann le cas actuel, 011 c^a, il faut prendre &^=:%*— a*, 
ce qui donne 

équation appartenant à l'hyperbole ; cette courbe jouit 
donc de la propriété , que la différence dé ses rayons 
vecteurs MF e£ MF', est égale à l'axe transperse IV, 
sur lequel se troupent les foyers F et F'. 

J'ai déjà fait remarquer que l'hyperbole n'araît , à 
proprement parler, qu'un axe (128)^ mais que, pour 
conserTcr l'analogie, on conccTait un second axe LL^ 
mené parle point O, perpendiculairement au premier; 
b exprime la longueur OL de la moitié de cet axe, et 

l'équation l^:=c* — a*, donnant c= \/a^ + ^* 1 fait 
voir que pour trouver les foyers -F et jF", il faut prendre 
les distances OF et OF' égales à l'hypoténuse du 
triangle rectangle construit sur les deux demi-axes 0/ 
et OL. 

i33. La propriété dont jouissent les foyers Fei F* j 
peut servir à la construction de l'hyperbole par points. 
Pour cela, du point F, comme centre, et d'un rayon 
FM y qui ne soit pas moindre que JF, mais d'ailleurs 
quelconque, on décrira un arc de cercle , puis on pren- 
dra un rayon F'iftf plus grand ou moindre que le premier, 
d'une quantité égale à //', et le cercle décrit sur ce 
dernier, du point F comme centre , coupera le premier 
dans deux points Met M' appartcnans h l'hyperbole. 

Pour décrire une portion quelconque d'hyperbole par 
un mouvement continu, on assujettit une règle à tour- 
ner autour du point F; on fixe à l'extrémité R de cette 
r^le et au point F, un fil dont la longueur soit moindre 
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que F*R , de la quantité // ; on fait ensuite tourner la 
^ règle en appuyant contre elle, avec un style M y le fil 
RMF, de manière qu'il demeure toujours tendu : le 
style M trace ainsi un arc de courbe qui appartient à 
l'hyperbole dont l'axe est Jf, et dont les foyers sont 
F et F'. 

i34- Je me proposerai encore de trouper Inéquation 
d'une courbe telle ^ que chacun de ses points soit autant 
Fîg. 54. éloigné de la droite AC, donnée de position ^ fig. 54» 
que d^ un point fixe ¥, également donné de position. 

Si l'on prend sur la droite jiB , menée par le point F, 
perpendiculairement à ^C, un point / situé au milieu 
de la distance AFy ce point appartiendra nécessaire- 
ment à la courbe cherchée , puisqu'il sera autant éloigné 
de la droite AC que du point F. Faisant 

IF=M=c\ JP = Xy PM^yy , 

on aura , pour un point quelconque M, la distance 

QMi=:AP = JI+IF = c' + x, 
et le triangle rectangle FPM donnera 



MF:=z\/fP + PMz=: v/(c'— a?)*4.jr«, 
puisque FP:=z IF-^ IP. En déyeloppant^ on trouTCra 

MF= v/c * — nc'x + x*+y', 
mais par l'énoncé de la question^ QM=MF : donc 

£n élevant au quarré^ et réduisant , on obtient 

2c'x = — ti<^x + J'* Oïl J'* = ^c^x, 

»' 

équation à la parabole (128). 
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i35. Pour construire la courbisy d'aprës la propriété 
que je Tiens d'employer à la recherclie de son équationy 
il faut, d*un rayon FM'^IF, mais d'ailleurs arbitraire, 
décrire un cercle, faire AP=:FMy et mener par. le point 
P, parallèlement à la ligne jiC, une droite PM : Ife ) 
point M où cette droite coupera le cercle appartiendra 
à la parabole demandée ; car il est évident que la droite 
QM étant parallèle et égale à AP, sera égale à FM^ 

Cette même propriété donne aussi le moyen de tracer ^ 

la courbe par un mouvement continu. Pour cela, on 
place le long de J^C, une règle sur laquelle on fait 
mouvoir une équerre dont Fun des cdtës représente la 
droite QE ; ou attache au point F rextrémité d'un fil 
dont la longueur est égale à QJE, et dont l'autre extré- 
mité est ^%ée au point E-, on tend ce fil par un style 
en l'appliquant contre le côté QE, et le style décrit 
une portion de parabole. , ., 

< • 

i36. La question qui a conduit ci-dessus à l'équation 
de la parabole, peut être modifiée de manfîère à' ekx*-^ 
brasser les trois courbes An second degré, ir^liffit p&dff 
cela de l'énoncer ainsi : Trouver l^iéquatidfb' d^hne 
courbe dans laquelle la distance entre ur^ point quel- 
conque M et le point fixe F, fig. 5^, soit dans un rap- Y\a. 5^, 
port constant avec la distance MQ entre le même point 
M et une droite AC , donnée de position. 

Soit 1 ! n ce rapport, et que du point F, on tire 
sur ACy la perpendiculaire AB-, il est évident, que 
la courbe chercbée rencontre cette dernière dans un 
point /, tel que* 

IF\ AI V. I rw: ' • •' »"•:•'•"'•.'*» > 

« * 

en sorte que si Ton désigne IF par c* ,, il en réàulftera^Ii 

AJ :ss. nif ., >^ .il* wv o .. > .^£i 

Trigonométrie. 8* édition. i4 
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Fftûant /P^a^P, PM^aspy^ il viendra y eai tertu du 
triani^ reoUog^e PMFy de mèoie q«e ci-desais, 

etootime QM=3AP^:=aji,I + IP=snof-+'X, on aura 
d'oii l'on tirera 



lie' + ac = n V/(c' — a:)* 4- J'" : 
élevant aci quarré^ on obtiendra enfin 

Cette équation ; d'une forme absolument semblable 
à Péquation A'^^+ C'm'*— jETm'so du numéro 128, 
appartiendra à l'ellipse , à l'hyperbole ou à la parabole, 
selon qu*on aura w> i , n<^i , ou /i = i, et montre 
par conséquent que la propriété qui* fait le sujet de la 
question proposée ^ est commune aux trois oourbea du 
second d^ré, par rapport auxquelles la droite ^C est 
IpMwimée directrice. 

£n donnsint à l'équation ci-dessus la formo 

et en remarquant que plus n augmente » plus les fraç^ 

tions "H et - diminuent » on Terra que dans la «an- 
rr n '^ 

position de n infinie ^ elle doit se réduire à 

équation qui est celle dfun cercle dont le rayon est c% 
et pour lequel l'origine des abscisses est placée k l'une 
des eottvémités du diamètre (94)* 

137. On a TU dans le s* ia8, que l'ellipse ^ l'hy- 
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perbote tH la parakole, pMnPcnt être» dpnnéM f«> me 
aenlc équation ; 1 1 il ait rewat^iiidiltt ^o pdlatci paqt 
aussi se déduire i«i«Mi«twitAf de Vnne queloon^oe 
des équations 

• 
quiy se rapportant au centre , semblent particulières à 
l'ellipse et à l'hyperbole. Pour cela ^ il suffît de trans- 
porter l'origine d«a coordonnées à Vuù des sommets 
des courbes que représentent ces équations. En effet, 

si dans Içs figures Sa et 53 , on f^\\, /P ;??;»', m wsa ^fjg;^* 
par la première i 

X ou OPz=^OIf^IP^a — ctfy 

par la seconde, 

i ou OP = OI^fP:^u^gi^', 

la substitution de ces iNileilfil changera les équations 
rapportées ci-dessus, en 

^• = — x' îx'*, j.» = _a?'4— .a;'», 

*' a a^ a a* 

qui reyiendront à 

s^ P9iitposq-^=sp> ^ l'une p;i^ diJŒpr«»ft dç ¥^^tre 

que par le signe de a. (^'inspection d^ jia fij^j^irç £(3 
montre aussi que l'abscisse iP étant regardée ciQfime 
positÎTe, l'axe IT est nécessairement négatif. 

En mettant pour i* sa Ta)ei|F, rejatire tant à l'ellipse 
^u'à l'hyperbole, il vient 
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mais il est à propos d'introduire la distance IF à la 
place de e qui représente la distance OF] .et en faisant 
IF:=^c\ on trouve ; par la figure Sol, 

c ou OF=OI — IFs=:a — c'; 
par la figure 53 , • 

c ou OFssOI + IFssa + c'i 

ces valeurs donnent 

4ac'— ac'* 4ac' + 2c'» 

/>== , ps=s ^ 

et a 

expressions qui ne diSirent encore que par le signe de a. 
Toutes les deux étant réunies dans la formule 

4ac'q:ac'* , , 2c'* 

pss , =a4c q:— -, 

a a 

* 

ont également pour limite 

lorsqu'on suppose a infini ; mais dans ce cas les équa- 
tions- 

se réduisent à 

y^ Z=:pa/ OU ^* = 4^X , 

par Fanéantissement de la fraction —, et donnent ainsi 

l'équation de la parabole (i34)* 
L'équation 

aa 

est done propre à représenter chacune des lignes du 
second ordre : elle appartiendra à l'ellipse quand a 
sera positif , et au cercle si p = aa ; à l'fayperbol» 
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« 

quand a sera négatif , et à la parabole lorsque a tera 
infini (*). 

i38. La quantité/} se nomme le paramètre : c'est , 
dans l'ellipse et dans l'hyperbole, une troisième pro- 
portionnelle aux deux axes, puisque sa valeur 

^ a 2a 

<X)nduit h la proportion 

et dans les trois -courbes, elle exprime la yalenr de 
la double ordonnée qui passe par le foyer. En effet , 
lorsqu'on prend x'=zc\ il vient 

*^ /^ ^^ 2a aa 

d'o& l'on conclut 

^y ~P =/>% et 2jK=/>. 

1 39. Les équations 



(*) L'expression p=5 -î-» — ■ , qui *e rapporte & Fellipse, pren- 

MA 

drait noe valeur négative , si Ton y supposait c'^^^a^ et Péquatioa 
y» = pa/ — — x'», se changeant en 

r» = — » j:' -f. -^ a:' » , 

* 

appartiendrait à Phyperbole ^ mais e' exprimerait alors la distance 
CBtrcle sommet et le foyer it plus éloigné , on IF'yfig» 53. 
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étant mnm fous !b ^mio 

SO 30 

on eh déduit les sumntes 

y^ _£i y^ _.£. 

desquelles il résulte que le quarré de l'ordonnée PAf est 
dans un rapport constant avec le produit des lignes ïP 
et rP , qui sont resp^ôctivétnent àf tl 2a— x' pour Fel- 
lipse,^. 52, 3f et 2a +x' pour Thyperbole,^. 53w 
Ces distances du pied de l'ordonnée à cliaeun des 
sommets de la courbe , sont nommées abscisses j et il 
suit de ce qui précède que dans l'ellipse et dans Vhf^ 
•perhoUj Us quatris dët thrdonnèes sont entre eux comme 
les produits des ahàcisses correspondantes. En effet , si 
Ton désigne par X^ une abscisse différente de x\ raaîH 
toujours comptée du même points et par 7" l'ordonnée 
correspondante > on aura 

d'où l'on tirera 

^' : r- :: x (2a— x'j : jr (2a— JT) ^ 

pour Peliipse , 

y^ : y» :: *' (2û+x') : A*(2a + x') 

pour f hyperbole , en supprimant dans le dernier rap- 
port de chacune de ces proportions , le facteur corn- 

p 
2a 

L'éqnàtiûn ^ la par«b(de y^Kpjc', étant traitée d« 
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k Biéiiie nanièrei dooae seulement 

ce qui fait yoir qu6 danê la parabole, les quarréê dêg 
anlénnéeg soné^amme leêt a^û^éte eorregpondantêà, 

t4o« tl suit àe la comparaison âes formules rappor- 
tées dans les numéros 120 et 128, quMl y a pour 
chaque courbe du- second degré , au moins deux sys* 
tèmes de coordonnées dans lesquels l'équatio» de eette 
courbe se présente sous la forme la plus simple : l'un 
de ces systëlnes eit celui des axes , et l'autre celui de 
deux diamètres conjugués; et Je tkiê uodti^ qu'A y A 
un nombre infini de systèmes de coordonnées qui jouis-- 
sent de la même propriété. Pour 1q faire i j'appliquerai 
la transformation des coordonnées aux équations i'ela- 
tiyes auÂ 



b* 
Soit premièrement ddle de f ellipse ^*= — (a*— x") , 

qui rerient à 

j'observe d'abord qu'il est inutile de dépkoer l'origine 
des coordonnées, qu'il faut laisser au centre; et n'ayant 
à chapger que la direction des axes , je prends seulement 

Je laisse indéterminé l'angle que les nouvelles ooor^ 
données doivent faire entre elles > et dont le oosimis est 

représenté par h (i23), et je ne tiendrai par conséquent 
aucuB compte de l'équation 

mp + nq + gi^p + mq) = ?t y 
il n'en sera pas de même des équations 
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parce que les coordonnées x eX y étant- réeiproqaement 
perpendiculaires , il en résulte g'=. o , d'où 

». < ' 

des quatre quantités m^.n^p.eiqf il n'en, restera donc 

que deux dont il soit possible de disposer. £n faisant la 

sùbtitution de8 Talçurs de x et de ^, dans l'équation 

on obtiendra 

et pour simplifier cette dernière , je poserai 

a*nq «4- b*mp s= o , 
ce qui la réduit à 

Pour^ comparer cette équation avec 

on les mettra sous la forme 

a*»* + *^/ïiV^ , aY + bY « 

eUes ne pourront alors devenir identiques, indépen- 
damment de ^ et de z^, que par la supposition de 

1 aW +&"m' I _ aY+^Y 

ce qui donnera 
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Pour s*as«irer de la possibilité de cette transformation, 
il faat Toir si la déteripination des quantités m, n^p 
etq, n'est sujette à aucune exœption. L'équation 

a^nq + b*mp = o , 

mise sons la forme 

^q __^ ' 

Tfip a* 

fera toujours connaître le rapport àepkq, ou celui de 
^ à 71. Si 1 on «a tire 

q b^ m 

p~~7^n^ 

et si, pour abréger, on fait 

b^m 

a' n * 

il Tiendra 

q=pr', 

substituant dans/>* -^q^eszi, on en déduira 
d'où l'on conclura 



P=T7=^==.^ ^ = 



expressions qui demeureront toujours réelles qudle que 
soit r. L'équation 7re* + 7i*= i , ne pouvant détetnnhler 
qu'une des deux quantités m et n, laisse absolument in- 
déterminé le rapport — qui qntre dans les expressions 

dep et de q, lesquelles^ par cette raison ^ deviennent 

. susceptibles d'une infinité de valeurs différentes :. il y a 

donc en effet une infinité de systèmes de coordonnées 
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ààùÉ kMqtteh l'équation de l'éUipse â k fontte 
absolument semblable à celle de l'équation aux axes , 

i4i* £n opérant sur l'équatioa de l'hyperbole, 

j'* = -; (a?* — a*) ou a^y^ — ô*x' s= — a»A* , 

comme je Tiens de le faire sur celle dd l'ellipse > on aura 
successivement 



et comparant la dernière équation à 



1 

a 



l^^ — ZTl •» 



on trouvera 



y'=— fS^^U:, «' ''**• 



Les expressions de p et de ^ seront de la même forme 
dans ce cas-ci que dans le précédent , et pourront don- 
ner par conséquent une infinité de valeurs ^d'aprës.celles 

qu'on assignera àu rapport -^ : on ëera donc fondé & 

tirer pour l'hyperbole une conclusion pareille à celle 
qvfi'Vient d'être énoncée pour l'ellipse. 

142. Je passe à la parabole; son équation y±m/^j^y 
iié petit être transformée «n une autre qui lui soit setti- 
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blaljte , par fé^ fwtûvies 

On obtient ea effet la résultante 

»•«* + ^nqut + q^u*t= l^à\mt +pu) ; 

et sî l'on voulait y faire disparaître les termes affectés 
de uûj ù^ et tf U faudrait poser ^ = p; i7ic=:o* mais il 
s'ensuivrait ^=i,/i=:i,4:=i^, j^=J, et Pon retom- 
berait sur les coordonnées primitives : il n'en serait 
pas ainsi en déplaçant en même temps l'origine. Quand 
on substitue à x et a j^ leurs valeurs les plus générales^ 

il vient 

+ 2^ (nt+ qu) — ^c {mt +pu) > = o j 

ei pouvant disposer ^alors de quatre <|«ianti4é6^ à catuae 
des deui^ nouvelles indéterminées m et fi, <oa fera «lis- 
paraître les termes affectés de t^^» de t, et les termes 
iodépendans de ^ et de u^ en posant 

La première de ces équations peut être satisfaite de 
déut lïianières : soît par 7fc=o, soit par ç=o; mais 
»==:o donne misizo, dans la seconde équation^ ce qm 
ne saurait s'axïtx^rder avec l'équation m* + n*G&i, En 
adoptant 1^ waleuf Jit=ôj le terme q^u^ s'évanouit, et 
îl ve reste que 

/»V = 4c>z. ou ^ = ^/ 
équation «^bltdblè k telle qui se i-apporté II l'axe dé 1* 
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courbe. La supposition de ^ = o , introduite dans l'é* 
quation p* + q^=si, donne 

p=±ii 

de 2iS» — ^c'mssz o , on tire 

». 2ç' 

et cette équation^ combinée avec iw*+ »*= i , déter- 
mine n et m. L'équation R'^ — ^ac = o , détermine aussi 
u , lorsque fi est connu ; mais cette dernière quantité 
reste susceptible de telle valeur qu'on voudra. • 

Il est à propos d'observer ici que les propriétés énon- 
cées dans le n^ 189^ par rapport aux axes, ont égale- 
ment lieu' par rapport aux diamètres conjugués., puis- 
qu'elles ne dépendent pas de l'angle des coordonnées , 
mais de la forme seule des équations des trois courbes, 
qui est la même pour les diamètres conjugués que pour 
les axes. 

143. Les remarqués précédentes conduisent a cette 
question : un diarnétre quelconque étant donné j trouver 
la position de son conjugué. On la résoudra en obser- 
Fi g. 5o. Tant que lorsque dans la figure 5o, an numéro' lifcâ, 
l'angle CAB, ou celai que font entre eux les axes des 
coordonnées primitives jc, y, est droit, les triangles 
P"A''R et P"MQ deviennent rectangles, l'un en/î, 

l'autre en Q; d'où il suit que ni^=='-jâr3i représente 

le cosinus de Fangle P"A''R ou B^A^B' , et que 

P'R , . P'Q , ' 

n = -jjfTnn ^^ est le syaus ; que p = p^.^ représente 

le cosinus de l'angle MP" Q ou CA^B', et que ÎF=^^ 

en est le sinus. 

Si l'on rapporte ces mêmes dénominations sur les 
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figures 58 et 5g 9 en prenant // pour l'axe des x, Fig.58 

OF pour celui des t , et OH pour celui des i^ , il ^ ^ 

Tiendra 

n sîn FOI ^ „^^ 

m cos FO/ '^ 

a sîn HOI -y^- 

/> cos HOI ^ 

et comme les équations 

a*7i^ + b*mp = o , 
Il a»ii^ — ô»mp = o, 

obtenues dap les n®* i4o et i4i > peu¥entétre mises 
sous la forme 

n q • h* 

il en résultera 

b* 
tang FO/ tang £rO/= zp — , 

le signe supérieur se rapportant à l'ellipse , et l'inférieur 
Il l'hyperbole : on déterminera donc aisément l'un des 
angles FO/, ITO/^^quand l'autre «era connu. 

i44- ^^ peut substituer dans l'ellipse , fig* 58;-auxFig. 58* 
angles FOI et HOI y les coordonnées des points F et 
H'f car si l'on désigne 

OEpsLTAy £:Fpar/3, 

OG pat fit', G£?par0^ 

il viendra 

EF & 
tangFO/=^ = -, 

' GH B>' 
et par conséquent 
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ce ^i <W«iie 

De plus les coordonnées a et fi y st' et fi' j appartenant à 
l'ellipse^ doivent satisfaire aux équations 

il n'en restera donc qu'une seule qui soit arbitraire. 
Fig« 59* Dans l'hyperbole , j^^. 5g, et et fi n'appartiendront 
plus k un point de la courbe, puisque le diamètre OF 
ne la traverse pas; mais comme il nefi^agit ici que de 
fat direction de ce diannfetre^ 00 peut prendre au lien du 
point F, le point i2, correspondant à l'abscisse OI, et 
faire en conséquence 

a=OI=ia, fi — IR, 

• ce qui donne 

fi fifi^ ^ 

tang FO/=-, et— 7==~, 
° a a a. or 

d'oii 

En déterminant fi par son mojén y celAe équation 
fera connaître le poûii R\ mak il faudra b cemtuiier ai^ 

si c'e^t le point H que l'on cberche. 

145. Dans la parabole, on a ^ = 0; il sui^ de là que 
Fig. 60. l'axe des u, OH, fig, 60^ e%\ parallèle à celui des or, 
et que sa position ne dépend que du point O, où il ren- 
contre la courbe^ pour lequel / == o , m= o. Alors a et jS 
représentent les coordonnées IG etOG\ on a fi^z=^^cA 

et l'équation — = — donne la tangente trijgônemé- 

trique de l'angle compisis entre Taxe des t et celui des u. 
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Je ferai remarquer en paasaQt, que lorsqu'on a 
trouTé la position du diamètre qui est le conjugué 
d'un diamètre donné , on a celle de la tangente delà 
courbe^ au point oh elle rencontre ce dernier, point 
qu'on peut prendre arbitrairement. En e£Pet (121), 
dans l'ellipse et l'hyperbole y fiq, 58 et 69, le diamètre 
OF est parallèle à la tangente HT\ et dans la para- 
bole , fig. 60 , ce diamètre est lui-même tangent à la 
courbe en O. 

Réciproquement y quand on sait mener la tangente 
dans un point quelconque de la courbe 1 on en conclut 
sur^'le-champ la position du diamètre conjugué. 

i46. Dans les équations 

dont la première appartient à l'ellipse, et la seconde à 
l'hyperbçle, les lettres «' et b' représentent les deux 
demi-diamètres conjugués; en e£Pet^ quand ^x=:o, il 
vient 

ii=£zVou Oiî:s=a',j%, 58 et Sg; 

et lorsque 2^=0, il irient 

^=:y% ou <*s=— y% 
ce qui donne, pour l'hyperbole comme pour l'ellipse, 

0F= i'(ia8). 

tl ^% facile de voir que le# quantités m^ n,p , q peuvent 9 
au moyen des équations /ra* + w' s=5 i , /?' + y* = 1 , 

et de celles qui résultent des expressions de a^ et de 
V^ f être éliminées de Féquation de condition qui dé- 
termine la position respective des diamètres conjugués, 
et qu'on doit parvenir à une relation entre ces lignes 
et les demi-axes. L» calcul s'effectue ifort stQiptemeqt 
de la manière suivante. 

Qa tire d'daord des e^tpressions 4e a'* et V*^ iHila-> 
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tives à l'ellipse (i4^) y les équations 
et en y joignant respectivement 

5r*+/>* = Ii /i* + /7l*=I, 

onau];adeux systèmes d'équations, Pun en q^eip^^ l'autre 
en 71* et m^. Le premier donne sur-le-champ, 

^ ~ a'^'a'— a'^'b^ ~ a'^a" — b^Y 

Pour obtenir ?** et m^ , il suffit de changer a' en ^ dans 
ces valeurs, et il vient 

_ b^{a'-'b'') 
b'^a'-^b^y 

_ a^[b'^^h^) 

y\a' —b'^y 

Gela posé, l'équation de condition (i4o) 

a^nq -f- b^mp = o 
revient à a^nq = — b'^mp; 

et en la quarrant , on obtient 

a^Ti'q''=:b^m'p^, • 

Si l'on substitue dans cette dernière, les valeurs de n^, 
Tfi^yq^fP^y on pourra efiFacer les dénominateurs ; car il» 
seront les mêmes dans les deux membres, et Fon aura 

Développant, réduisant et décomposant en focl^eursy *il 
viendra . 

puis supprimant le facteUr commiAn a^ **i.A/^|. on ;tiK>|kr 
vera enfin ^^^ ^ , ,,^ ,.^.^ ,. 

a'* 4-*'^ =«*+*% ou .0£? + OFc± 0/4- oZ! 



»*■ 
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Les expressions de a'* et de 6'% relatives à rhyper- 
lK)le (140 , conduisant aux équations 

et l'équation de condition étant 

a^nq — b^mp = o , 

on voit qu'il suffira d'affecter b- et i'» du signe —, dans 
le calcul précédent , pour l'approprier au cas actuel , et 
qu on en tirera par conséquent 

a'-^V^^à^-b% ou dn-OF-W-OL: 

donc la somme des quarrés des demi-diamètres conju- 
gués dans VeUipse^ ou Uur différence dans l'hyperbole^ 
est égale à la somme des quarrés des demi-axes ^ ou à 
leur différence, 

^ 147. Si l'on multiplie entre elles les expressions de 
û * et de Z»'* dans l'ellipse, on obtiendra 



a'*i'* = 



a^M 



■" a^n^q^ + a^b'^n^ + a»6»/wy + 6^;^«p»î 
mais en quarrant l'équation a^nq-^b^mp^o, il vient 

aSrî'q^ + ^a^h^mnpq -f- b'^m^'p^ = o 
ou 

aV^r- + b^niY = — la^b'mnpq { 

et avec cette valeur on fera disparaître le premier et le 
dernier terme du dénominateur de l'expression de a'^b'" , 
qui deviendra ' 



a''b'^ = 



à'b^ri'p^ — ^la^b^mnpq + a^b'^ti^ 



a 



.^a 



inp — mqY ' 
7V/^ono7w^i/i>. 8* édition. ,5 
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preoant de part et d'autre la racine quarrée, on aura 



ab = • ou a'ô' (np — mq^ z=z ab. 



n est important de remarquer que la quaialité np — mq 

n'est autre chose que le sinus de l'angle compris entre 

Fig. 58. les deux diamètres conjugués OF et OJET, fig, 58; car 

n et m étant le sinus et le cosinus de l'angle FOÎy 

j' et/} le sinus et le cosinus de l'angle HO/, la formule 

sin FOH=. sin iFOI + HOJ) 

= sin FO/ cos ffO/ -f^ cos FO/ sin iff 0/ ( 1 1 ) , 

donne 

sin FOH =znp — mq, 

si l'on fait attention que l'angle HOI, tombant au-des- 
sous de l'axe II', a un sinus négatif, q = ~ , 

qu'il faut rendre positif dans cette formule , en prenant 
— g au lieu de -j-q : on aura donc 

a b' sin FOH = ab. 

Cela posé, il est facile de voir que si du point F on 
abaisse sur OH la perpendiculaire FQ , il \iendra 

FQ = OF sm FOH= V sin FOH y 
et que par conséquent l'aire du parallélogramme 



FH=OHxFQ = a'b' sin FOH; 

ainsi le rectangle formé sur les demi-axes a et & , ou 
O/et OL, est égal au parallélogramme FH, construit 
sur les deux demi-diainëtres conjugués OF et OH, 

On reconnaîtra que la même propriété a lieu dans 
Thyperbole , en formant de même le produit a^'^' ; mais 
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il faudra prendre garde que^ d^ns la figure Sg , l'angle Fig. Sg, 

FOH:=:FOI—HOL 

Oa déduit de là cette propriété remarquable > que 

les paraUilogramn^es construits sur les diamètres con^ 
juguês, soit de V ellipse ^ soit de V hyperbole ^ sont égui' 
valens au rectangle des axes, puisque ces parai lé- 
lografdmes, ainsi que le montrent les figures 9 sont 
composés de quatre autres parallélogrammes égaux , 
chacun 4 au quart du rectangle des axes. 

14s. Si l'on désigne par s le sinus de Fangle FOH^ 
on aura l'équation 

ab s 5= ah^^ 

que l'on combinera avec « 

a'» + y» = a»4-6*, 

dans l'ellipse y et avec 

û'* — y»=û» — 6% 

dans l'hyperbole, pour trouver les demi-axes a et fr, 
lorsqu'on ne connaîtra que deux demi-diamëtres con- 
jugués et l'angle qu ils font entre eux. Quand on aura 
les axes , on arrivera facilement aux angles qu'ils font 
avec les diamètres conjugués, en se servant des expres- 
sions de <?*, p*, 7**, /»*, rapportées dans le n® 146. Ces 
expressions donnent 

et par l'extraction de la racine quarrée, on parvient aux 
tangentes des angles HOI^ FOL 

Une remarque qui se présente aisément, et que je 
ne dois pas omettre , c*est qu'il y a dans une ellipse ' 
quelconque deux diamètres conjugués égaux entre eux. 
En effet , si dans les équations 

i5.. 
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a'*4. y = a» + iS aV8=ab, 
on 8up]K>se a=zb^j on en tire les valeurs 
/- «•■+•&* ab ^ab 



/a 

a = . 8 



qui font connaître la grandeur de ces diamètres et 
l'angle qu'ils comprennent entre eux.. La supposition 
de a' = 6' , dans les valeurs de g^,p^9 n* et ira*, rend 
égales la première et la troisième, la seconde et la 
quatrième; on a donc tout ce qu'il faut pour déler' 
nliner, par rapport aux axes, la position de ces dia- 
mètres* 

Lorsqu'on y rapporte l'équation de l'ellipse , elle 
prend la forme 

et devient semblable à celle du cercle; la seule difie^ 
rence qui subsiste est l'obliquité des coordonnées t et 
Uf aussi peut-on construire cette ellipse, en inclinant 
les coordonnées du cercle sous l'angle que font les dia- 
mètres dont je parle : de là résulte un procédé assez 
simple pour tracer une ellipse par points, lorsque l'on 
coxmaît ses diamètres conjugués égaux. 

Je laisserai au lecteur le soin d'effectuer la cons-* 
tructipn des expressions rapportées ci-dessus. Ce que 
j'ai dit me parait remplir le but que je m'étais proposé, 
savoir, de montrer comment on peut déduire les prin- 
cipales propriétés des lignes du second degré , par une 
méthode vraiment analytique et indépendante des 
constructions géométriques. 

149. Ce n'est pas seulement en les rapportant à un 
axe des abscisses, par des ordonnées parallèles entre 
elles f comme on l'a vu jusqu'ici, que les courbes peu- 
vent être définies par des équations; il est à propos de 
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remarquer que tout sjstèrae de liguer , propre à déter- 
miner les dîfférens points d'une courbe , peut également . 
en fournir une équation caractéristique» 

La relation 

a* — ex ex 

a a 

obtenue dans le n" i3o , entre le rayon Tectear FM-^-z^ 
fig,&^y et l'abscisse OP=iXf peut être considérée Fig- 5x. 
comme telle , par rapport à l'ettipse« On en déduit une 
construction très simple de cette courbe ; car en se 
donnant x, on obtiendra par des lignes proportion* 

nelles la quantité — , et retranchant cette quantité 

de a y on aura z ou FM] ensuite^ du point F, comme 

centre y et d'un rayon égal à FM, on décrira un arc de 

cercle qui coupera la perpendiculaire PM, dans un 

point M appartenant à l'ellipse. Si l'abscisse tombait 

dans la partie QI^ de Ta^e^ x devenant négatif^ il 

ex 
viendrait pour ce cas » r= a + — . 

Cette équ'ation diffère des précédentes en ce que 

l'ordonnée y au Ueu d'être constamment parallèle à 

une même droite > change sans cesse de direction g et 

n'est assujettie qu'à passer par un point donné j ausbi 

ex 
l'équation â( = a , quoique du premier degré i 

n'appartient plus à une ligne droite, comme lorsque 
les coordonnées sont respectivement parallèles à des ^ 
axes fixes. 

Dans le système que je considère maintenant, il est 

assez naturel de placer Torigine des abscisses au point 

'Fy duquel partent les nouvelles ordonnées ou les 

rayons vecteurs , et de remplacer , en conséquence ^ 

OP = X par FP = x', ce qui donne 
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jp ou OP=OF—FP=:c — x\ 

cCe — x') a* — c* . cx*^ 

et « = a— iz= f j. 

a <z a 

mettant i* au lîeo de a*-— c*, on aura 

a 

Enfin le plus souvent, <» introduit l'angle IFMk 
la place dé l'abscisse x\ ce qui se fait en obseryant que 
dans le triangle rectangle FMP, on a 

FPz=iFMoo% PFM, d'où x' = — a cos /FifcT (23) ;. 

nommant donc 9 l'angle IFM^ on obtiendra 

h^»^c% cos© è* 

« = ^, ou 2 = -— r --. 

a a -|- c cos f 

Cette dernière équation est d'un grand usage dans l'ap'^ 
plication de l'anal jse à l'Astronomie : on la nomme 
équation pelaire, comme toutes celles dont les ordoit* 
nées partent d'un m^éme point qu'on appelle le pôle de 
la courbe. 

L'équation z = y relative à l'hyperbole ( 1 32) , 

a 

étant soumise aux transformations précédentes ^ devient 

-sttCcessiTement ' 

c^'^t;^'^*'' eJ b* — ex' 



a ' 



b^ — cz COS 

S= ly 



ou 2 = 



a a -f- ccos Ç) 

fig. 54. Dans la parabole ^ en faisanii^jlf i=:«^jl^. 54r el » 
cause gue FM = QM (1 34) > on a 
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mais X représentant JP, il rient 

x = IF^FP=c' — x'y 
d'où « == 2c' — x'. 



2C 

z=z!ic — z cos f > eu a *;= 



f 



i + cos f " 

iSob Les trob équations polaires- obtenues ci-dessus- 
peuvent se lier entre elles, en introduisant dans les deux, 
premières, au lieu du second axe b, le paramètre^ 
d'après lequel onsLb^^rz^ap (137), Par cette substitu- 
tion^ l'équation de l'ellipse, se changeant en^ 

iqP i/^ 

a + c cos Q , c 

L+-COSÇ> 

a 

devient celle de l'hyperbole, quand a est négatif et 
c^a (^), celle de la parabole, quand on fait c = a. 
et a infini y d'o&. il résulte p = ^c\ 

On peut encore faire - =- « , ce qui donnera. 

a 

, ,N a(i— «•) 



I + e cos 9 



Sous cette forme, on aura l'ellipse» quand « <C ^ > le 
cercle, si ^ = o-, l'hyperbole , si <? > i , et que a soit 
négatif; la parabole, si &= i^ et que a soit infini. 

Enfin si l'on veut chasser a du résultat précédent, et 
le remplacer par la distance du sommet au foyer , on^ 
emploiera la relation e=:a — c'(i37) qui donne 

ae'=ia'-^c , a ou a= , 



C^^ f doit être prit alors pour le sapplëmcnt de IPM,jfig^ 53^ 
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I +«cos9 

i5i. Les propriétés fondamentales de l'ellipse,, de 
l'hyperbole et de la parabole^ énoncées dans le n° i3g, 
et qui ont lieu , soit par rapport aux axes, soit par rap- 
port aux diamètres (142), se retrouvent dans^ les dififé- 
rentes courbes qui ré&ultent de l'intersection de la 
surface conique par un plan quelconque : en yoici les 
démonstrations synthétiques, 
fig» 61. Soit ASB ^ fig, 61, un cône quelconque à base cir- 
culaire, c'est-à-dire le corps terminé par la surface 
qu'engendre, en glissant sur la circonférence du cercle 
ACBDy une droite assujettie à passer parle point «9, 
dans toutes les positions qu'elle prend. 1**. Il est évident 
que si l'on coupe ce cône par un plan quelconque CSD, 
mené par son sommet S, on obtiendra deux lignes 
droites qui répondent aux deux positions prises par la 
droite génératrice, lorsqu'elle est parvenue successive- 
ment aux points C et D , dans lesquels le plan CSJ) 
rencontre la circonférence JtCBD, a*. Si le plan cou- 
pant est JtCB'iy ^ parallèle au plan de la base ACBD^ 
la section sera un cercle, ainsi qu'il est aisé de s'en 
convaincre, en concevant qu'on ait mené par le point 
«Set le centre de la base, Vaxe SO du cône proposé , et 
que l'on ait fait passer par cet axe deux plans quel- 
conques ASB et C5Z>, dont les intersections respectives 
avec ACBD et A'CB'D', soient AB et AB\ CD et 
CD' \ car on aura alors les triangles semblables 

cos, cas, 

qui donneront 

co\ ca ::so isc/, 

et les triangles semblables A OS, AO'S, qui donneront 

AO :a'o' :: so\S(/, 
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et puisque par oonstr action AO^z CO, ob aura 

ce qui prouve que tous les rayons de la section A'CifD' 
sont égaux , qu'elle est par conséquent un cercle. 

II est à propos d'obserrer que la surface du cône s'é- 
tend indéfiniment 9 soit au'dessous du plan delà base 
ACBD y soit au-dessus du sommet 5, puisque rien ne 
limite la longueur de la droite génératrice; et il est 
aisé de sentir que le prolongement Sb de la droite SB^ 
décrit un second cône placé dans une situation inverse 
de celle du premier. 

i52. Apres ces prélimioaires^ je suppose que le plan 
coupant ne soit plus parallèle à la base ACBD du 
cône 9 maïs qu'il la rencontre suivant une droite GH, 
fig. 62; j'abaisse sur cette ligne, du centre O, la|)er- Fig. <>3. 
pendîculaire OG y par laquelle je fais' passer le plan 
ASB. II est visible que si le plan coupant rencontre 
en même temps les deux côtés SA et SB , et que par 
conséquent il n'entre point dans le cône supérieur aSb, 
la section JMI'm sera une courbe fermée ou rentrante 
en elle-même. 

Cela posé y je mène, parallèlement à ACBD, deux 
plans EMFnhy EfMHB'ni^ qui rencontreront en même 
temps le plan coupant lMTni\ les communes sections 
Mm y M' ni y des deux premiers avec le troisième , se- 
ront parallèles à GHy et par conséquent perpendicu- 
laires aux lignes EF et E^F', qui sont parallèles à 
AB y comme étant les communes sections des plans 
EMFmy EMFw! y par le plan ASB. Les courbes 
EMFm y E!M F'nî , étant des circonférences de cercle 
(n® précéd.), on aura 



PM^EPy<,FPy P'M'^EP' XF'P' , 
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mais la ligne II\ commune section des plans ASB et 
IMrfn , formant avec les lignes EF^ E'P et les cutés^ 
du cône., les triangles EIP y E' JP* ^ semblables entre 
eux, et les triangles FfP , FÏP', aussi semblables- 
entre eux, les deux premiers donneront 

EP : E'P' :: IP: rp\ 

et les deux autres , 

FP\Fp ::i'p : /'P'; 

multipliant ces proportions par ordre, on aura 



EP X FP : E'P' X F'p' y.iPx ïp : /P' x ri^ v 



et substituant k EPxFP et E'P' X F'P' leurs va- 



leurs PM et P'M', on obtiendra 



PM : P'M' :: jp x rp: ip' x /'p% 

proportion qui exprime la propriété caractéristique de 
Pellipse (i39, 14^). 

i53. Il est à propos de remarquer que si le triangle 
SIf était semblable au triangle SAB^ sans que la ligne 
//' fût parallèle à AB, ce qui aurait lieu ci l'angle SIP 
était égal à SAB, alors 577 le serait à SB A , les trian- 
gles EIP et F/'P, devenant aussi semblables entre eux ^ 
comme les précédens, donneraient 

EP : rp :: iPiFP, ou £p x fp^Tpx, 1p\ 

et parce que dans le cercle EMFm on a 



PM=EPX,FP, 

on aurait aussi 



PM = rPx,JP^ 
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La section lAtrm serait donc elle-même un cercle dans 
ce cas, si les ordonnées PM étaient perpendiculaires au 
diamètre // ', mais pour que cette dernière condition 
soit remplie , il faut que la commune section GH du 
plan coupant et de la base du cône soit perpendiculaire 
à la fois sur la droite G A et sur la droite G/, c'est-à-dire 
qn'elle soit perpendiculaire au plan SAB mené par 
Taxe, et que par conséquent celui-ci soit lui-même 
perpendiculaire au plan de la base du cône et au plan 
coupant. Alors le plan coupant est dit antiparallèle à 
celui de la base; et il en résulte que> dans un cône à 
base circulaire, la section antiparallèle à cette base est 
un cercle , de même que la section parallèle. 

i54* Si le plan coupant était, par rapp<M*t aux côtés 
du triangle ASB , dan» la situation que représente la 
figure 63, i^eat^iHlire qu'il put rencontrer en même Fig. ox 
temps les deux cônes opposés, il produirait sur chaque 
GÔae une courbe infinie, puisqu'une fois entré dans 
le cône, il n'en sortirait plus. Les deux cônes op- 
posés ne formant, à proprement parler, qu'une seule 
surface 9 les deux courbes Klk et Kl'h' doivent être 
regardées comme n'en composant qu'une seule. II est 
facile de reconnaître déjà une ressemblance marquée 
entre cette courbe et l'hyperbole*, mais pour prouver 
leur identité, il faut de plus retrouirer dans la première , 
une des propriétés caractéristiques de la seconde. 

£n supposant que le plan ASB soit déterminé comme 
dans le numéro i52 , qu'on ait mené le plan EMFm pa- 
rallèle à ACBD , et tiré les droites //', Mm , M'm\ qui 
sont les communes sections du plan coupant avec lé» 
trois plans ASB ^ EMFm, ACBD, on comparera les 
triangles EIP , AIP\ qui donneront 

ep: ap' ::iPîiP', 
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et les triangles semblables F/'P, BI'P^^ qui donneront 
multipliant ces deux proportions par ordre ^ il viendra 



EP'XFPiAP'x.BP':: fpy<:rpijp'y:rp'', 

mab à cause que les sections EMPm et ACBD sont 
des cercles dont les diamètres EF et AB sont perpen- 
diculaires aux lignes Mm et Mwl ^ par construction^ 
on aura 



EPy<^FP=zPM, AP^X.BP'^FM^ 
et par conséquent 



PM^ : p'iMf'* :: ipx^rpiip'y:^ rp', 

proportion dans . laquelle se trouve exprimée la pro- 
priété caractéristique de l'hyperbole (iBg, 14^). 

i55. Il me reste encore à examiner le cas o& le plan 
coupant serait parallèle à l'un des côtés SA ou SB du 
Fig. 64. triangle ASB , ainsi que le montre la figure 64- Il ne 
pourrait alors rencontrer qu'un seul des deux cônes op« 
posés ; mais il ne s'en dégagerait jamais , en sorte que 
la section MTm serait une courbe ouverte et infinie , 
comme la parabole > avec laquelle je vais prouver qu'elle 
^ ^ est identique. 

Les plans ASBy EMFm , ACBD y étant menés dans 
les mêmes conditions que ci-dessus^ le parallélisme des 
lignes /P' et SB^ donne 

FP'=^BP'., 

d'un autre côté^ les triangles EIP ^ AIP ^ étant sem- 
blables j conduisent à 

EPiAP' :: iPiiP'\ 

multipliant l'un des teimes du premier rapport par FP^ 



y 
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i'aatre par hP\i\ viendra 



EP-x FP : AP" X BP' :: ip : IF\ 

mais dans les cercles EMFm et ACBD^ on a toujours 



EP X FP=PM, AP X BP'=P'M': 
donc 



PM: Fjyr \:ip\ip\ 

proportion qui n'est que l'expression de la propriété 
caractéristique de la parabole (iBg, i4^)* 

t56. Les circonstances dans lesquelles les lignes du 
second degré changent de nature, peuvent aussi se voir 
dans le cône. En e£Pet, si le plan coupant passe par le 
sommet^ sans entrer dans le cône, la section se réduit 
à un point qui correspond à celui qu'on a remarqué 
dass le n^ 1 16. 

Quand le plan coupant , passant toujours par le som-- 
met, entre dans le cône, on a deux lignes droites ; et 
si OB Pécarte ensuite de ce point , eu le faisant mou- 
voir parallèlement à lui-même, on obtiendra une suite 
d'hyperboles, ayant pour asymptotes les droites ci- 
<lessus, rapportées, oaprqfetées sur le plan de la courbe, 
par des perpendiculaires à ce plan (i 18 et ia8). 

Enfin quand le plan coupant est parallèle à l'un des 
côtés SA ou SB y s'il vient à passer par le sommet, il ne 
iait plus que toucher. le cône suivant une ligne droite, 
mais qu'on doit regarder comme double *, car elle est la 
réunion des deux parties de la parabole , qui s'appro- 
chent sans cesse par le rétrécissement que subit cette 
courbe, à mesure que le plan coupant s'approche de son 
contact avec le cône (i 1 9 et 1 28). 

D'un autre côté, plus on éloigne du sommet du cône, 
mais toujours parallèlement à son côte, le plan cou- 
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pant, plus la parabole s'ouvre ou s'élargit vers son 
sommet 9 et tend par conséquent à s'approcher de la 
ligne éleyée par ce point ^ perpendiculairement à son 
axe. 

157. Je vais examiner à présent les propriétés des 
lignes droites qui coupent ou qui touchent les courbes 
du second degré. Pour suivre la méthode que j'ai em- 
ployée à l'égard du cercle en particulier (loS)^ on 
prendra l'équation 

y-^^ = ^(x — et), 

qui appartient à la droite passant par le point dont les 
coordonnées sont et et iS, et faisant avec l'axe des abs- 
cisses un angle dont la tangente trigonométrique estu^; 
on la combinera avec l'équation y* = inx + nx^ i qui 
rentre dans ^/^ + Cu^ — E'u' = o (128), et qui 
comprend par conséquent les trois courbes du second 
degré. En faisant, comme dans le n^^ io5, 



011 aura 

V/i+y/- ^ »/i+^' 

et posant pour abréger, — ==: = ^', il viendra 

Y I "i" -^ 

* 

substituant ces valeurs dans l'équation j?*=:7w*+w4r*, 
on obtiendra cette tranformée 

Passant tous les termes dans un seul membre ; et ordon- 
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ïiaiit par rapport à z , oti ti^ouvera 

(>^*— ï^^'^a^+aC/S^— im— w-f)^'2^+i8•— mat— na*=o, 

ce qui revient à 

^ li(fiA — \ m — net) ^ jS* — m» — n»^ 

^ "^ {A-—n)A: *"*" iA-—n)Â^'^''' 

Dans cette équation , l'inconnue 2 représente la dis- 
tance EMy fig. 65, entre le point donné E j et l'un Fig. 65. 
des points d'intçr section M et 3f de la droite proposée 
EM^ avec la courbe AC\ par le moyen de sa râleur, 
on parviendra facilement à celles des coordonnées de 
cette intersection. 

Il est évident, par ce qui précède, qu'une ligne 
droite ne saurait rencontrer en plus de deux points une 
courbe du second degré. 

i58. En raisonnant ici comme pour le cas du cercle 
(107), on verra que les deux valeurs de z doivent de- 
venir égales lorsque la ligne proposée ne fait plus que 
toucher la courbe, comme en iV, parce que les points 
M et M' se rapprochent de plus en plus, à mesure que 
la ligue J^il^ s'approche de EN. La différence Aes deux 
valeurs de z comprises dans la formule 

&A — \m — ««_. - //i3^— im— wnV ^* — '"* — '**** 



''--n)A' "" V \ {A^—n)A* ) 



{A^'^n)A' ""V \ {A^—n)A* ) {^A^-^n^Al^' 
étant exprimée par 



V V (A^—n)A' ) (A'-^-n] 



na' 
{A^—n)A' J {A^-^n)^' 

et donnant toujoi^rs la longueur de, la corde MM', de- 
vient nulle lorsque les points M et M^ coïncident, et 
fournit par conséquent , pour le point de contact iV, 
l'équation 

ffiA — \ni — n*\* /8*— TTitf — 7MJ* . . 
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En la développant y A'^ disparaîtra comme diviseur 
commun à tous les termes, et la résultante sera l'équa- 
tion qui doit donner ^, et faire connaître par consé- 
quent la position de la droite EN y menée par le point 
Ey tangentiellement à la courbe AC, 

Ne voulant considérer que les cas les plus simples » 
J€ supposerai que le point E soit pris sur l'axe des abs- 
l'ig. C6. cisses APyJig.6&) il résultera de là que /Sso^ et 

équation qui se réduit, après le développement , à 

i m* + muA'' + w«*-rf* = o , 
et donne 

A^±—=à'^ 



Cette expression se présente sous une forme imaginaire^ 
mais elle peut devenir- réelle par les valeurs particu- 
lières que recevront les quantités /», net», et cela 
arrive pour tous les cas où la position du point E per- 
met de mener, par ce point ^ une tangente à la courbe 
proposée. 

1 59. Il y a encore un cas dans lequel la condition de 
contingence se simplifie beaucoup , c'est celui où le 
point donné, étant sur la courbe même, se confond 
avec le point de contact. En effet, si le point E passe en 
Vi^. 65. M,fig, 65, il y aura alors eutre « et jS la même relation 
qu'entre X et j', sur la courbe AC, c'çst-à-dire que 

fi* =1 TiM -^ ntt* ou iS* — TTUi — n«*=ro: 
ce qui réduira l'équation (1) à la suivante: 

fi A — {m — w« = o , 

7- Jîl -f- Tlit 

d'où l'on tirera A = -^ r . 



f 
A LA GtONiTRIE.' ' ^41 

Telle est l'expression de la tangente de l'ati^ que dcat 
faire aTec l'axe des abscisses, la droite MTy pour ton*- 
cher la courbe AC. 

La position de cette droite serait donnée d'une ma- 
nière plus commode y si l'on en connaissait un second 
point : celui qui s'offre le plus naturellement, est le 
point T, ob elle rencontre l'axe des abscisses, et pour 
lequel j' = o , dans l'équation y^fisszA (*— «) (85). 
II résulte de là 

— j3=^(j;— -«) et x— «=s — -%. 

la quantité x— «i étant la différence des abscisses des 
points M et T^ désigne la portion P7 de l'axe ABi 
mettant donc pour A sa valeur, on^ura 

La Hgne P2* se nomme la soutangente ; et lorsqu'elle 
est construite, on obtient la tangente, en joignant le 
point M et le point T par une droite. 

i6o. Pour connaître l'expression de la soutangente 
dans chacune des courbes du second degré en parti- 
culier , il suffit de comparer successivement les équa* 
tions 

avec l'équation ^ = mx + /mp*. En èbservant comme 
ci-dessus, que « et jS, désignant les coordonnées du 
point de contact situé sur la courbe , ont entre eux les 
mêmes relations que x et j^, et substituant en coDsé- 

(♦) Dans la figare , PTcst la somme des lignes AT et APj parce 
que l'abscisse ATàxi point J^est négaûye par rapport à Fabscisse^P 
de point iV (76). 

Trigonométrie. 8* édition. 16 
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tqn^œ pofar fi* s$i Taleur^ op trouvera, par la première 
^qualipn,. appartenante à l'ellipse , 

nK=p, n== — ^ d ou FT=z j = ; 

par ta seéOnde/appartenante à Phjperbole, 

^^ ' '^^ 2a' A«+«) a4-« ' 

parla trôîsî^rae enfin, appartenante à la parabole ^ 

7i>=p«7i==o. d'où P 7==— — =s— 2«. 

Cette dernière expression, la plus simple des trois , 
fait voir que dans la pàrahoU ^ la aoutangente est 
double de P abscisse. Le signe—* qui l'a£Fecte» ainsi que 
les autres, montre^u'elle doit être prise sur l'axe AB^ 
à partir du point Py vers le côté on se portent les a^ 
n^atifs ; mais comme la forme des courbes indique suf- 
fisaminent de quel côté doit tomber la soutangente^ je 
ferai désormais abstraction du signe de son expression. 

La construction des premières expressions n'offre pas 
beaucoup de difficulté : on a pour l'ellipse 

a— • : 2^1— 4» :: « : =pt^ 

a— # 
pour l'hyperbole 

ainsi, tout se réduit à trouver des quatrièmes propor- 
tionnelles. 

Il est bien remarquable que le second axe b n'entre 
point dans ces expressions ; il en résulte que pour une 
même abscisse , la soutangente est la même dans toutes 
les ellipses qui ont le même grand axe^ et qu'il en ar^ 
riye autant aux hyperboles. L'ellipse se changeant en 
cercle lorsque 5 = a , on peut mener la tangente à la 
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première de œs courbes par le moyeD dé eelle de la 
seconde; car ^ l'on prolonge l'ordonnée pm^ fig* 56, Fig. 56. 
îifsqn.'à la rencontre di^ cercle décrit sur le grand axe, 
et qu'cm tire la droite nT tangente à ce cercle, au 
point »if^^ la soutangente pT oonyî^ndra anasi, d^prèa 
ee qpîfjii^cèdey an point m 4e l'ellipse , dont la tan- 
gente 5'obtiendra par conséquent en joignant ce dernier 
avec le point T. On aurait upe construction semblable 
pour les hyperboles quelconques, en partant des sou* 
tangentes de l'hyperbole équilatère (128). 

16^1. Qt^^nd on a la soutangente, il est facile d'en 
déduire les expressions de la tangente ^ de^ la sounor^ 
nudg, et de la normale : ce sont les noms qu*on donne 
a««. ligues MT, PR.^t M[R,fig. 65. La première est Fig% 65. 
la portion de la taugente comprise entre le point de 
contact et l'axe des abscisses ; la secoude est la partie 
de Taxe des abscisses comprise entre le. pied de l'or- 
donnée PifeT et le point R, qù une droi^ç.m.çnéeper- 
pendicuIairem&Eit à la tangente , par le point M ^ ren- 
contre qet axe; eii^n la troisièu^ est la long;ieur m^tûc 
de cette perpendiculaire , mesurée depuis le point M 
jusqu'à l'axe des abscisses. 

1®. Par le triangle JPMT, reptangle en P, qaa 

MT= yPM%lP7\ 

a?. Les triangles PMT, PMR, sefmbl^bles enti^e eux 
comme étant formés parla perpendiculaire Pilf /abaissée 
de Tangle droit du triangle RMTj rectangle en M, don- 
neront 

PTlPHllPMlPR.à'oiiPli^—. 
3^ Il résuite du triangle PMR^ rectangle enP| 

mr=z\/pm+Tr. 

i6.. 
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Il est TÎsîble que ces formules conviennent à toutes 
les courbes , "et que pour les appliquer à l'ellipse , par 
exemple I il faut m^tre dans la première et da^s la 
seconde 9 au lieu de PMet de PT, les valeurs relatives 
à cette courbe , puis avec la valeur qu'on obtiendra 
pour PR et celle de PM, on formera celle dë^MR \ il 
faudra opérer de même par rapport à l'hjperkble et à 
la parabole. Je me bornerai à rapporter ici les résultats 
de ces substitutions , qui n'ont par elles-mêmes aucune 
difficulté. Pour TeUipse 

a — *f Va* \ a — « / 



&•. . . /¥. .. . h^ 



or 



PR=dia-a),MR=\f -,(20»—^) +--(a~-)- 



a4 



pour l'hyperbole 

pour la parabole 

PR='iP, MR=Vp^ + ip\ 

On obtient des résultats un peu plus simples , à l'^rd 
des deux premières courbes^ lorsque l'on compte les abs- 
cisses à partir du centre , ce qu'on ne peut faire pour la 
troisième 9 qui en est dépourirue ( 128}. Pour parvenir 
à ces résultats y il suffît de faire et = a — et' dans l'el- 
lipse, et fit = a' — a dans l'hyperbole {}^i)i « sera la 
nouvelle abscisse prise à partir du centre : ces substitu- 
tions et les réductions qui s'ensuivent étant effectuées, il 
viendra pour l'ellipse, 



1 
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a* 



pour l'hyperbole y 

162. Quelque él^ante que doive paraître la méthode 
employée ci -dessus , pour mener les tangentes aux 
courbes du second degré , je crois ne pas devoir passer 
sous silence les solutions synthétiques les plus simples 
qui ont été données de ce problème , et je vais les ex- 
poser succinctement. 

i^. Par le point M y pris sur l'ellipse, ^S^^. 62 , on mè- Fig. Sa. 
nera les rayons vecteurs FMetFM\ on prolongera l'un 
des deux y FM^ par exemple ^ d'une quantité M G égale 
à l'autre, FM y on tirera ensuite FGy et la droite MH 
perpendiculaire sur le milieu de FGy sera tangente au 
point M y car elle n'aura que ce point de commun avec 
la courbe. En effet , si l'on prend un autre point quel- 
conque N sur cette droite, et qu'on tire les droites FNy 
F^N, un aura 

F'N+NG^PGy 

ce qui revient à 

F'J!i+ /W> F'M+ FM> ir-y 

car, par la construction, MG = FMy NG= FN; et 
conmie il est aisé de voir que pour les points placés au- 
dedans de l'ellipse, la somme des distances à chacun 



X 
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des foyers est moindre que. le grand axe, il suit de ce 
qui précède que le point N est hors de Pellipse , puis- 
que la somme de ses rayons "vecteurs est plus grande 
que l'axe //. 

Cette construction montre aussi que les angles FMH, 
FMNy formés par les rayons vecteurs et la tangente ^ 
sont égaux, et que la normale au point M y diviserait 
en deux parties égales Tangle FMF'. 

2®. Lorsque le point proposé M est sur l'hyperbole, 

Fig. BS.Jig. 53, il faut porter le plus petit rayon vecteur FM y 

jBur le plus grand F^M, et non pas sur le prolongement; 

achevant la construction conune ci-dessus, on aura pour 

ce cas 

rN<:F'G + NG<:F'G + FNj 

d'où il suit 

F'N— FiV< F' G < F' M— FM, 

ce qui prouve que le point N n'est pas sur l'hyperbole» 
Il n'est pas placé dans l'intérieur de cette courbe , car 
il faudrait, pour que cela fût, que la différence des 
distances à chacun des foyers surpassât le grand axe» 
V En effet , si l'on tire F^m , on a 

F'm''^Fm = F'm + Mm—FMy 

et conune F'm -f- Mm surpasse F' M, il s'ensuit 
F'm — Fmy>F'M — FM. 

L'égalité des angles FMHel FMH, ou RMN^ ré- 
sulte encore de cette construction. 
Fie. 54. ^^' ^^^^^^^ I^ point M est sur une parabole y fig. 54 y 
il n'y a plus qu'un rayon vecteur, mais l'autre est rem- 
placé par la droite QM parallèle à l'axe IBy et le point Q 
tient lieu du point G, puisque QM^izFM, Considé- 
rant ensuite un point iV placé avant ou après le contact. 
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on a en même temps QN et FiV> ON*^ le point N 
est donc hors de la courbe. 

De la construction ci-dessus on déduit l'égalité des) 
angles FMHy QMH\ et il faut ôbsenrer que le demiet' 
est égal à NME^ formé par la tangente et la droite MM 
parallèle à l'axe IB. 

Si l'on appliquait le calcul à ces constructions, on 
trouverait les résultats obtenus dans Iç numéro précé* 
dent. 

i63. La considération des tangentes de f hyperbole 
conduit à une particularité tr.es remarquable, de la- 
quelle il résulte que quoique âpn cours s'étende à l' in- 
fini, chacune de ses branches demeure néanmoins tou- 
jours renfermée entre les côtés d'un certain angle, 
sans pouvoir jamais les atteindre , ainsi qu'on le voit 
dans la^^. 67. Cette circonstance , qui s'est présentée Fig. 67. 
d'une autre manière dans le n" 118, se retrouve en- 
core en observant la marche de la soutangente PT, h 
mesure que le point de contact M s'avance sur la courbe 
et s'éloigne du point /, ou, ce qui est la même chô^Ci 
à mesure que l'abscisse OP augmente. En désignant 

X* — a* 
OP par 07, on a (161) PT= ; et comme 

du 

OrsOP—Py, il vient 



07=0; — 



X* -»- a^ a* 



On voit évidemment par ce résultat que plus x croît 
plus OT diminue, et plus le point T s'approche du 
point P, qu'il ne peut cependant jamais atteindre, 
puisqu'une fraction ne peut jamais devenir absolument 
nulle , tant que son numérateur ne s'anéantit pas : le 
point O doit donc être regardé comme la limite vers 
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laquelle le point T tend sans cesse par le progrès de 
l'abscisse. Il faut examiner maintenant' les cbangemens 
(ju'épronve , dans les mêmes circonstances , l'angle 
MTP qui détermine la situation de la tangente par 
rapport à Taxe des abscisses. La tangente trigonomé- 
trique de cet angle a pour expression 

MP_ bx 

h 

qui, prenant la forme . j lorsqu'on divise ses 

deux termes par x , tend nécessairement yers la quan- 

h a^ 

tité -^ à mesure que la fraction -r diminue, ou à me- 
ut * * 

sure que x augmente : l'angle MTP ne peut donc 
diminuer indéfiniment , et la limite qu'il ne saurait at- 
teindre, mais dont il s'approcbe sans cesse, est l'angle 

b 
EOI, dont la tangente trîgonométrique est -. L'hy- 
perbole ne peut donc jamais parvenir à toucher la 
ligne 0£, quelque prolongées qu'on les suppose l'une 

et l'autre. 

Pour construire l'angle JSOI, il faut prendre sur 
l'axe // une abscisse à volonté , le demi-axe O/, par 
exemple , et le triangle rectangle JE 01 donnant- 

b , 
JBI=01 tang EOI, on aura EI= OIX-'=b, 

puisque 0/=a. Élevant donc au point / la perpendi- 
culaire El = b, la droite Ofi, qui joindra les points 
O et Et sera la limite de toutes les tangentes de la 
branche IK de Pbyperbole ; j'ai déjà dit que cette li- 
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mite se nomme euympiote. Il est évident qu'il en existe 
une seconde , Oe , placée au-dessons de l'axe If, faisant 
avec cet axe le même angle que la première , et servant 
de limite aux tangentes de la branche Ik» 

i64« Il ne sera pas inutile de montrer comment on 
passe de l'équation de Fhyperbole rapportée à ses axes, 
à celle qui a lieu relativement aux asymptotes. Pour 
cela, que l'on mène par le point M, parallâement à l'a- 
symptote Oê, une nouvelle ordonnée QM, et que l'on 
fasse QO=st, QM:=iu\ l'angle EOI compris entre 
QOf axe des t, et If, axe des x , aura évidemment 

OI . lE ^ 

pour cosinus ^7=, pour smus -prg; et comme 



en résultera (122) 



•* a b 

i»= — — , n 



Vc^+b* )/a^ + b^ 

G>nsidérant ensuite Taxe des u, Oe,on trouvera 

cos#0/=-7r-, smcO/=7r-; 

Oe 'Oe 

mais comme Oe = OE yle^s^^IE, il viendra 

a — ft 



\/a* + b*' V^a* + A*' 

et par les formules générales 

on obtiendra 

a(^ + ^) b(t—u) 
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Subftîtaant ces valeurs dans l'équation 

elle se changera^ aprës les réductions^ en 

^ = 1, ou to=i(«« + i»). 

Cette dernière équation , semblable à la transformée 
obtenue à la fin du n° lao, met bien eu évidence la pro- 
priété dont jouissent les asymptotes; car on en tire 

u = j—i, ou QM=-—, 

ce qui montre que l'ordonnée QM va toujours en di- 
minuant à mesure que le point Q s'éloigne du point G, 
mais qu'elle ne peut jamais devenir nulle. 
Lorsque l'hyperbole proposée est équilatëre (128)1 

i = a; la tangente de l'angle jB 07, exprimée par -, 

se réduit alors à i : chaque asymptote fait par consé- 
quent avec l'axe II' un angle égal à otJS, et les deux 
comprennent entre elles un angle droit. L'équation 
ft* = ^ (a* + i*) , devenant ^i* == ^ a* , montre que le 
produit des coordonnées t et u est alors égal à la moitié 
du quarré du demi' axe transverse OL 

Il est à propos de remarquer que si l'on mène par le 
point / les droites ID et Idy respectivement parallèles 
à O^ et à OE y on formera un losange dont les côtés 
ID et Id seront; par rapport aux asymptotes , les 
coordonnées du point / situé sur l'axe ; on aura par 
conséquent 
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â'oJt l'on tirera 

et en général ^ 

QOXQM=ÏD.^ 

Dans le cas de l'hyperbole équilatère^ le losange Dd 
deyrent nn quarré^ puisque l'angle DOd est droit» ^ 

——a 

Le quarré ID, équiyalant au quart de la somme des 
quarrés des demi-axes de l'hyperbole , est ce que les 
anciens géomètres désignaient sous le nom de puissance 
de l'hyperbole, 

i65. Il est visible que si l'on prolonge les lignes PM 
et PM^f ordonnées relatives à l'axe IT, jusquà la 
rencontre des asymptotes OJE et Oe^ les parties MR 
et JU'Jff qu'interceptent^ sur ces ordonnées, chaque 
branche de courbe et son asymptote, sont égales entre 
elles : la même propriété a lieu par rapport à une droite 
quelconque, menée par un point quelconque de l'hy- 
perbole. Si l'on tire, par exemple, MN' , on aura 
GM= G'N*, quelque position qu'ait M2V'. Pour s'en 
convaincre, on commencera par observer que 

PR=PB!=^—, 

a 



MIiXMR' = b\ 

On mènera ensuite , par le point N'y la droite S£^ pa- 
rallèle à MIW ; les triangles semblables RMG, SN^G , 
donneront 
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GMlGITllMRxN'Si 
les triangles semblaUes KMGf et SNG, doimeroat 

GM\ Gif V.MB[\lirSx 
multipliant ces deux proportions par ordre , il Tiendra 



et comme en yertu de ce qui précède ^ on a 
on en conclura 



GMX G'M:=z GJSr X G'JV, 

Mettant à la place de G' M et de GN' , leurs yalenrs 
(Air + MN', GM+ MN' , et faisant les réductions qui 
se présentent après les multiplications indiquées , on 
aura enfin 



GMxMN' = G]rxMir, ou GM^GN". 

i66. Avec le secours de la propriété qui yient d'être 
démontrée y on décrit bien simplement l'hyperbole par 
poiiltS; lorsqu'on a les asymptotes et un seul point M. 
On tire par ce point un très grand nombre de droites 
comme MN*^ sur lesquelles on prend la partie GM 
comprise entre le point M et l'asymptote qui en est la 
plus voisine f pour la porter de G' en N^^ ce qui donne 
un nouveau point N* de la courbe cherchéei 

Quand on a les asymptotes , on trouve la direction 
de l'axe IF en divisant en deux parties égales l'angle 
qu'elles forment ; et comme la tangente de l'angle EOI 
donne le rapport des demi-axes a et 6 (i63}, il est 
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dsé de déterminer ces quantités des qu'on connaît un 
point de l'hyperbole. L'équation PU = ~ {fiF^a^) 



■ft ■>- 



donne snr-le-cnainp <r =b , en repre- 



^ 



sentant par A la quantité -. 



167. Outre l'hyperbole dont les branches sont Klh 
et K!Th\ les lignes OE et Oe comprennent encore une 
autre hyperbole HLh , ItUK , décrite dans les deux 
autres angles que forment ces droites^ de manière que 
l'axe transTerse // de la première est le second axe de 
la_ deuxième 9 qui a pour axe transyerse LL^, second 
ax« de la première. La relation qu'ont entre elles ces 
deux courbeSi les a fait nommer hyperboles conjuguées; 
elles ont même puissance^ et par conséquent ^ leur 
équation est la même à l'égard des asymptotes : seule- 
ment; l'angle de ces lignes ^ ou des coordonnées , est 
pour l'une le supplément de ce qu'il est pour l'autre. 

168. On a TU par la forme de l'équation du cercle (94)9 
qiifil fallait trois points pour le déterminer : la même 
considération s'applique à une courbe quelconque ; et 
il est évident qu'il faut en général autant de points que 
Féquation de la courbe demandée renferme de coeffi- 
ciens nécessaires. L'équation 

Ay'' + Bxy+C3^ + Dy'^Ex:=iF^ 

qui appartient aux courbes du second degré en général , 
étant mise sous la forme 

y^ + bs^r^C9^ + dy'\'ex=f, 

ne contient plus que cinq coefficiens b^ c^d, e tX f\ 
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i|. suffitj^ 4oiic.de cring. points pour partiqularijer la 
courbe dm second degré quelle représente. En effet, si 
les coordônni^ de ces porat& sont respectitement 



• ,'< 






.V « 



on formera les cinq équations suivantes : 

iS'ajant pour but qiue de montrer la possîbilitç,^ en gé- 
néral , de la détermination des lettres & , c , J, e ,/, et le 
nombre de conditions qu'elle exige, je ne m'arrêterai pas 
à effectuer les calculs qu'entraînerait cette opération, 
pour lesquels on peut consulter l'ouvrage de M. Puis- 
sant, cité à la page 161 , et où l'on trouvera sur ce sujet 
et sur ses applications, les détails les plus importans; 
je me bornerai à faire observer que ces équations peu- 
vent devenir contradictoires entre elles dans certains 
cas particuliers. S'il arrivait, par exemple, que trois 
des points donnés fussent en ligne droite, il ne serait 
pas possible de faire passer une courbe du second de- 
gré par ces points, puisqu'auçune çQurbe de ce degré 
ne peut avoir plus de deux points communs avec une 
même droite (i57). 

On conçoit que quand la courbe est donnée d'espèce 
«t de position , il faut moins de conditions pour la dé- 
terminer. Par exemple , pour achever de particulariser 
une ellipse dont le centre et le grand axe 'sont donnés 
de position , on n'a besoin quç de deux points ; car on 



/ 
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peut alon prendre ce centre pour L'ori^ne.de> coor- 
données, et ce grand axe pour celui des abacîsaes; 
l'équation a'^y'+iV =a'i' , relative à ce cas, ne ren- 
ferme que deux coefficiens, a, b, qui se déterminent 
par les équations 

a'^" +**«" = «'*•. 

169. J'ai démontré dans le numéro 78, que l'éqtia- 
tiOB du second degré se construisait par le moyen d'une 
circonférence de cercle et d'une droite , et dans le nu' 
méro io5, que les deux racines étaient données par lea 
denx intersections que peurent avoir ces lignes, eit sorte 
que l'on considérait l'équation proposée comme résul- 
tant de l'élîmînatioa d'une inconnue entre deux équa- 
tions à denx indéterminées, l'une appartenant à la 
droite , et l'autre au cercle -, si l'on généralise ce point 
de Tue, on aura le moyen de construire des équations 
d'uu de^é quelconque. 

EneJTetisi l'on a, par exemple, l'équation 

x4 — i'ï- + c^jc — rf* = o , 

qui peut représenter toute équation du quatrième de- 
gré , dont on a fait disparaître le second terme , il est 
permis de la supposer produite par l'éliinination d'une 
inconnue y, entre deux équations du second degré, 
renfermant en même temps x et y, et appartenant par 
conséquent à deux courbas. Trouver ces équations est 
nn problème indéterminé ; car il y a une înnnîté de 
systèmes d'éqoations qui peuvent conduire ' 
posée : on en prend donc une arbitrairen 
if^=py\ on aura 
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et substituant dans l'éqaation proposée , il viendra 
/)*y* — 6*/>y + c^jc — ûP = o , 

ou 

b* t? d^ 

Il est aisé de reconnaître que cette équation appar- 
tient à une parabole (128); et pour la mettre sous la 
forme la plus simple , il suffit de faire disparaître le 
terme mi^tiplié par y, ce qui s'effectuera en prenant 

Après la substitution^ on aura 

V ■ -f- — X — — T — ^^- = o ; 
ce résultat, qui peut s^écrire ainsi, 






montre que la parabole à laquelle il appartient, a pour 
paramètre la quantité -;, et que son sommet, oorres- 

pondant k y:=o, a pour abscMse — zji ' ^'^ P^*"^ 

tera donc perpendiculairement à l'axe AB des abs* 
Fia. 68. cisses^y^'. 68, et du côté des ordonnées positives, une 

distance Ajf=: — ; la droite A'B^^ menée parallèle- 
ment à AB, sera l'axe à partir duquel on doit compter 

^^ M + Arf* 
les y ; on prendra ensuite ADz= — 7^ , et ayante 

élevé Df k angle droit sur AB, le point / sera le 
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sommet de Ta courbe dont' I^ pôsitiàb ' eM tUdî^uéé 
par GIH'y AI en sera l'axe; et c<miîaissant son pàrîàL- 
mètre, rien ne sera plus faëile que de la coÀstruire 
par points, suivant le procédé du numéro iSS. Quant 
à la première parabole^ donnée par l'équation x^ =^pyi 
il est visible qu^elle a son sommet à l'origine \/^ des 
coordonnées, et pour axe celui des j", JiC : elle est 
donc dans la position EAF. Lorsqu*elle sera cons- 
truite, les points 3/, M y M^, ifeT', où elle rencon- 
trera la parabole GIH y auront des abscisses égales 
aux racines de Péquation proposée , puisquà ces points 
les valeurs ^e x satisfont en même temps aux deux 
équations 



^'"=pyi 



desquelles résulte Ife proposée. 

La quantité p , introduite par l'équation de la pre- 
mière parabole, demeurant indéterminée; peut> pour 
simplifier la construction , recevoir telle valeur qu'on 
voudra lui assigner, excepté zéro. 

Pour représenter le cas le plus général , . j'ai disposé 

Féquati on proposée et la figure, de manière qiie les 

deux courbes se rencontrassent en quatre points; mais 

cette circonstance n'aura lieu qu'autant que l'équation 

proposée aura ses quatre racines réelles. Si , par exemple, 

Paxe ji'I de la parabole G/fl" tombait au-dessous de. 

^By ce qui arriverait si le terme 6*/>y avait le signe -|-, 

. . .< &■ . 
puisqu'il faudrait faire alors y =y -^ , il n'y aurait 

que deux intersections au plus; car il est bien clair que 
la brancbe IJI ne pourrait plus rencontrer la para- 
bole EydF : dans certains cas même, la courbe GIH 

Trigométrie. 8* édition. i ^ 
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se trpuyera tout entière au-desaouft de EAF^ et alors 
les racines de la.prc^posée seront imaginaires. 

On. yoit au reste, par cette construction ^ comme ' 
par la théprie des équations, que celles du quatrième 
degré ne p^uYcnt avoir qu'un npmbre pair de racines 
réelles, puisque le9 deu:L,pay:aboles EAF et GIH^ ne 
peuvent se coupçr qu'en deux ouf»! quatre points. ' 

■ 

190. Il suit aussi de la que^ cercle et la ligne droite^: 
ne se reticbntrant pas en plus de deux points , ne peu* 
vent résoudre que des problèmes susceptibles d'éti^e 
ramenés à des équations du second degré , et joe sau- 
raient par conséquent suffire pour ceux qui passent ce 
degré, tels que les problèmes de la duplication du 
cube et de la trisection de l'angle, si fameux dans l'an- 
tiquité. 

Par le premier, il s'agit de trouver le côté d'un cube 
dont le volume soit double de celi^i d'un autre cubé 
donné. Si a est le côté de celui-ci, et x le côté de 
l'autre , on aura cette équatioU;; 

jc'sïsaa^, ou x^ — 2a^ = o. 

Pour la comparer à la propb^, il faut l'Amener au 
quatrième degré, ce qui se fera en la multipliant par 'a:, 
et l'on aura 

x^ — ao'x = o j 
comparant avec x* — 6V + ^^* — û?^ = o , il viendra 
6 = 0, C^z=z — 2^3^ d^=o. 

• - ■ . * i 

I r • 

Les équations des paraboles à ; construire , seront par 
conséquent jf* :=/}y,^» = — ^ar; et si l'on prend /> = «, 
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elles deviendront 



X 



» — . -^^t ii^A 



= oy , y — ^MX : 



la seconde courbe aura un paramètre double de celui 
de U première. Ces courbes passeront toutes deux 
par l'origine Ajfig. 69 , puisqu'on aura ar= o, ^=0, Fig. 69. 
dans l'une et dans l'autre en^ même temps \ elles ij 
couperont, et cette intersection donnera jip=:Oy ra- 
cine qui vient du facteur introduit pour élevei^u qua- 
trième degré l'équation à construire. La £gure montre 
que l'on ne peut avoir en outre qii'une seule racine 
réelle AP\ et en effet, on a vu, dans les Èlémeris 
<t Algèbre ^ que l'équation jc^ — :ia^ = o , n'en a pas 
davantage. 

171. Le problème de la trisection de l'angle a pour 
objet de partager un angle ou un arc en trois parties 
égales, ce qui s'effectuerait sans peine, si, connaissant 
la corde ou le sinus d'un arc, on obtenait la corde ou le 
sinus de son tiers. Cette question n'est qu'un cas par- 
ticulier de la tbéorie de la multisection des angles, 
que je né saurais exposer ici, mais dont on trouvera 
les bases «dans l'Introduction au Traité du Calcul dif^ 
fértnUel et du \ Calcul intégral ^ l'éc[uatipn se déduit 
des formules du numéro 11, qui donnent 

cos 0^= ^ ^ . 

Si l'on regarde cos ZA comme donné, et que l'on predne 
cos A pour l'inconnue, on aura, en faisant cos 3^=ra 
et cos A^x, cette équation : 

r > 

17.. 
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qui , étant multipliée par x et comparée à l'équation 

x^ — b^x^ + (Px — û?4 = o, 
donnera 

On . aura encore ici une intersection au point A 
correspondant à la racine ^=0^ et les trois autres 
points d'intersection donneront les trois racines de 
l'équation 

11 semble au premier coup d'œil qu'on ne devrait 
avoir qu'une racine réelle y et qu'il n'y a qu'une seule 
manière de partager un arc en trois parties égales; mais 
en y réfléchissant avec un peu d'attention , on recon- 
naît qu'il y a trois arcs qui doivent satisfaire à la ques«- 
tion proposée: car les arcs ZA y ttc + 3^, 4*" + 3-^, 
qui ont le même cosinus (a3) ^ étant divisés par 3 , 
donnent les valeurs 

a:=:cos-<^, «=cos(55r+-^), >ar = cos(|îr + -^) , 

essentiellement différentes (^). On ne peut en avoir 
d'autres , parce que les arcs 6w + ZA , 8sr + ^A , etc., 
qui ont encore le même cosinus que A, étant divisés 
par 3 , conduisent aux arcs 2flr+-<4f,25r+5«--f'^> etc. , 
et que 

COs(29r +-^)= COS A , C0s(29r + *flr+^)=COs(3îr+-^) , 
«te. , 

1 72. Avant que les méthodes d'approximation eussent 
atteint le degré de perfection où elles sont portées au- 



(*) L'ëquation ci-dessus tombe en effet dans le cas irréductible, 
( Voyez le Complément -des Élément d'Algèbre. ) 
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jourd'hui , lés géotirètres s'appliquaient beauceop ht la 
construction des équations , et faiâBLlent tous leurs e£Ports 
pour l'effectuer par les courbes' lés plus*simples, ou les 
plus faciles a décrire. C'est ainsi que Hallej donna une 
méthode pour conistruire les équations du troisième et 
du quatrième degré par le cercle et la parabole; et cette 
méthode a quelque aTantage sur celle du numéro 169^ 
en ce que le cercle qui remplace une des paraboles se 
trace par un mouvement continu; mais le peu d'usagé' 
que l'on fait a présent des constructions , dispense des 
détails à cet égard : je n'en indiquerai en conséqueticé 
que l'esprit. 

. En posant l'équation d'une parabole > sous la forme 
jc^^ssmyy et l'équation générJale du cercle , ' 

(•*-^)*+(j' -?)•='* (94), : ' . 

si l'on développe cette dernière y et que l'on en classe y* 

par sa valeur — , tirée de la première , oa obtiendra 

m 

Céquation • I ^ 

semblable. à l'équation à cojistiHiire ' *' 

*♦ -»-^^è*a:* •+•. c^x — flB^ = 04 

et l'on aura 9 pour déterminer les quatre quai^titésiQT 
connues /?», /> , ^ et r, les trois équations 

^■ = 7»(2j' — m), 
c^ = — am*p , 
. * d^ = (r* —p^ — q^ml^: 

en pourra par ooBséquent disposer de Tune de ^ ces.. 
quantités pour simplifier les calculs^ ; 
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Si Y^ h\U P«^^ J81Çfipn^e,, m=ky}l yien^lpa 



'.•îit: ' 



i;;ale,urs;Siiséi^ à construire^ et qui donneront la position 
du jcçntre.et le rayon du cercle à décrire conjointement 
ax^jla parabole que fournit l'équation x* = by. Je 
ix'entrerai point dans la discussion des cas qui pour- 
rai^pl; exiger. uu: autre choix dans la valeur assignée à: 
l'upQ des inconnues ; et je terminerai ce Traité parTex- 
po^jjtJQç d'une méthode qui réunit à l'avantagé de s'ap- 
pliquer aux équations^ d'un degré quelconque, celui de 
ipeijxé^ve les résultats obtenus analytiquement par li^ 

théorie de la composition d^es équation^ 

* ' ■ ' . ' • • . *i ' . 

1 73. Pour fixer les idées, je supposerai que l'équation 
a construire s'oït seulement a'^Bx -^c? -4- dx^ = o ^ 
et je ferai ' 

i .;■; y^za-ijbx + cx' + dx's. 



Puisque dans les points où la courbe représentée par- 
cette dernière équation , rencontrera l'axe des abscisses,^ 
od ktrra3^=± 07 its^einsuîtxitie les absoîsserti^ «m. points 
seçont les racines de l'éauation proposée ; la question 
sera donc réduite à construire la courbe dont il s'agit , 
ce qui est facile V ^v^ -avoir r^dn do» équation homo- 
gèpe, çn y restituant les puissances de l'unité (71). On 
obtién^k^û'efifet^'f*' ' "^^ '-» " • 






bx' ex* ^ dx^ 

résultat dont chaque terme se construirait séparément 
par les lignes proportionnelles (68); mais voici un 
iDoytÉi de JîeDontra jCJUds^d'iine ra^iièreuçosaiiiçdf ç^ 

différentes opération$i> ...• . j t .. , .. 



N 
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On mènera, j%-. 70, Paxe AB de» abscisses*, tpài" Fig. 70. 
l'origine -^, on élèvera perpendiculairement à cet axe, 
la droite j4C^<im sera celui dcïy; et a;f«iit "Jiris 
sur le premier, la partie ^2^ = /x , et mené DE pa- 
rallèle à AC , ojti portpa sur cette dernière , des 
parties 



. .r- • 



points HetK par une ligne qui coupera 
PR élevée perpendiculairement à AB y sur ('abscisse 
AP: s;: a? ; Qn mènera ML parallèle- à AB^ -pôôr. déter- 
miner sur DE le point il/, c^uel'éÀ joindra àvM- le r; .j;ii 
poifit G; par le point -âT-, où MG rfenaontrera 'Pi{f 
on tirera ON parallèle eiicorô à ARjét.^okfntaitnk^ 
point O avec le point F, la droite OFxkiniiépa , sur PR^ 
un ppint Q, tel que PQ=5jr... , • Mii-..;.!.. ..i^'j^^ 

£n efFet, on a, par Jes triangles semblables IKH 



1 1 



n 

d*ou V V* -i- • ■■-•■ ■• 



puis, Jes trîàngleà ^MG eïG'NG, il Véstifte' 
H' Min): G'mx)::6& Ce^-^^i ©G*iiB£îuf.^' -ïw 

' '' 'FG'==FG + GG';==b^—X.'^'''''- :■'"' 
enihi des- triangles G'ÙF; FQF, ou jçonduti' :'i«iin 

\ n vr / n nr rir 
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ç^ qui donne pour dernier résultai^ 

n y** nr 

Ou étendra sans peine oe procédé au cas où réquft<- 
tion proposée aurait un nombre quelconque de termes^ 
et lorsqu'on aura obtenu asse^ de points, pocyr caracté- 
riser la marcbe de la courbe , on reconnaîtra aîsémenl 
de combien de racines réelles cette éouation est sus- 
ceptible,, 

174* Si le cours de la courbe est tel que k repré- 
fîg. 71. sente la lï^iïeXEGILYj^, 71, elle rencontrera cinq 
fois* l'axe des abscisses, et indiquera par conséquent 
que Pé^najtiôn dont elle dérive a un pareil nombre, 
dé racines réellea : cette équation ne pourra être d'un 
degré inférieur au cinquième. L'équation proposée sera. 

et celle de' la coyii>e à construire y ' " 

yssaw^bx + cx^ -h ds^ + èx^+fifi + etc. 

Il est évident que les valeurs numériques de l'or- 
donnée jf syç sont autre chose que le^ irpsulta^ta qu'oii 
tire de Téquation proposée , en donnant à x les valeurs^ 
correspondantes aux difiereptes abscisses qu'on a choi- 
sies ai^bitràirement : la courbe XEGILY offre donc en 
quelque sorte l'équivalent du tableau dans lequel oea 
résultats seraient inscrits ^ mais, avec cet avantage,^ 
qu'en vertu de la loi de continuité , qu'on sent bien 
mieux dans les lignes que dans leinomt^es / les îate»^ 
. ^Y^ yalles ei^itre deux substitutiona successives se remplia- 
V sent avec la pltts' griinde facilité. A.yant èalculé/p^i^^» 
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exemple , les ordonnées PT, (ÏQ, iî'^> ft»t proches 
les unes des autres , et joignant. leurs extrémités par 
un trait continu, sans angles ni jarrets ^ on a d'une 
manière assez exacte les ordonnées intermédiaires. 

On observera, 1®. que puisque l'équation de la courbe 
ne renfi^me que des puissances entières et positives 
dex, chaque valeur de cette indéterminée ne donnera 
pour-^ qu'une seule valeur qui sera finie ou limitée 
tant que x le, sera, mais que y sera susceptible de 
prendre des accroissemens illimités , lorsque x en rece- 
vra de tels, et q^e par conséquent la courbe XEGILY 
doit s'étendre à l'infini, de chaque côté de Taxe JlC 
des y. 

:&^. L'inspection seule de la figure fait voir que la 
courbe XEGILY ne saurait passer d'un côté de l'axe 
AB.k l'autre, sans rencontrer cet axe, ou, analyti- 
quement parlant, que l'ordonnée y ne peut changer 
de signe sans devenir nulle (*") ; d'où il suit que si deux 
aubsUhUions faites dans Inéquation proposée j donnent 
deux résultats de signes contraires j, il y a nécessairement 
une racine réelle comprise entre les valeurs de x emr 
ployées dans ces substitutions. 

3®. Si l'on prend sur la même courbe deux points 
placés du même côté par rapport à l'axe AB, il y aura 
toujours entre eux un nombre pair d'intersections de 
l» courbe et de cet axe : on en voit en effet deux eqtre 



{*) Ceift est wai dans ce cas , paice qnte l'expression de ^ est sans 
dénominatenr en x ; mais si Von avait jr s= - , la succession des 



a 
Tueurs xs-fiy drsi o et X »-*-!, donnerai? jr=r|-a,7"=j, ^^ 

infini, ot^=s — a. C'est ainsi que les branches de J'hyperWe con* 
(ûd^'i«e entre ses asymptotes, 4ont liées enire^ellfs (190). 



$6^ APPLICATION DE l'alGÈBRE 

E' ^ /^ ifaàtre enltù E et T/oùieiiire X'èl^£v!<eto.; 
du bien il n'j en aurai 'aucùiie , ainsi' que cela arrive 
etotre jP «t /. Au contraire ,■ il j aura certainement 
un nombre- impair d'intersectioiis ^ si les points que 
l'on considère sont placés de difféi'ens côtés , comme 
le sont X et E, X et /, X et F, etc. De là résulte 
cette proposition analytique : entre- deiut, t^dêurê de x, 
qui j par leur substitution dcms V équation propoééej 
donnent deusç résultats de même signe y ïl^ né 'peut y 
ai^oir* qu'Uni nombre pair dé raàiives réelles J ^ U'y en 
aura un nohibre impair ^i-ces résultats sont' de signes 
itifférehs, 

4**. Enfin il arrive quelquefois que par suite dé& re^ 
latio«9 que peuTent avoir entre eux lès coefficlens^a, 
h^'Cy df é*i'f, ete, ','6eu3L: iniGtaeciioa^ cônsécatSvés, 
comme K-ei M^'Se rapprochant centîntieUèmént, 
viennent à se confondre > et la partie fKLiiY\de lu 
oourbe, prenant la forme'du tnait.iponctné IL'Yj ne 
feit plus qiite toucher Faxe >^^4 alors les deux racines 
j^pvésenlées .par. AK^ et AM deviennent é^es vontse 
elles et à l'abscisse ^L\ On voit facilement que, si Fé^. 
quation proposée n'avait pas d? autres racines réelles» 
lai cQurbeqiii en dérive ne ooup^rdit son axp nv^ p&9tt , 
e|}.quon; ne po)irmt p^r cposéquei^t £aire çhiiipg^.4e 
signe :1e pnemi^r ïnembre de cette équation, pan «ueâne 
substitution. \ Il n'-en sevait pas de même dans Jâ cas oo 
trois intersections se réuniraient : la courbe couperait 
au moins une fois l'axe ^ soit avant, soit après; et pour 
s'enconvaincre/i} .suffit de voir ee qui resterait de cette 
cottrbe si les. trois points Zf» yç^et Mf ou F, JET et A,, 
venaient à se confondre. En suivant ces considérations, 
on reconnaUra que^ parla réunion d'un nombre "pm 
d'intersections y la. courbe dérivée de l'équation^ pvo* 
posée peut se tmiiTer tout entière d'an même côté de 
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Voue, mais que cette circonstance n'a jamais lien lors- 
que le nombre des intersections confondues en une 
seule , est impair ; et on conclura de là que, lorsqu'une 
équation n'a pouf* racines réelles qu'un nombre pair de 
racines égales , il est impossible aen reconnaître l'exis- 
tence par aucune substitution.^ • 

X Souvent i'ipspection d'un pe\U |K»mbre de points de 
la courbe, suffît pour indiquer l'espace où .elle s'ap- 
procbe le plus de l'axe des abscisses ; alors multipliant 
dans cet espace le nombre des points déterminés, on 
parvient à s'assurer s'il j a un contact ou bien des inter- 
sections^ et si par cotiséqtient l'équation proposée a des 
racines rigoureuseipent égales, ou seulement peu diffé- 
rentes les ^nef ^es autres : dans ce cas , la conatructioà 
de la courbe sert autant à faciliter la résolution numé- 
rique qu'à en éclaii*er la marcbe. . 
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Contenant les premiers Principes de 
r Application de l'Algèbre aux Sur- 
faces courbes et aux Courbes à double 
courbure^ 



Observ, Je croîs devoir prévenir les 
Lecteurs peu habitués à ce genre de consi.- 
dérations , qu'ils trouveront dans le Complé^ 
ment des Elémens de Géométrie, les notions 
préliminaires indiçpensables pour l'inteHir 
gence de ce qui va suivre. 



Équation du plan et de la ligne dtoite^ 

175. La maDÎëre la plus commode de fixer la posi-*- 
Fig. 7c>«.tîoii d'un point quelconque M dans l'espace ^^g*. 72, 
est de le projeter d'abord sur un plan BAC dontié de 
position , en abaissant sur ce plan la perpendiculaire 
MM\ et de rapporter ensuite la projection M! y à deux 
axes AB eX. AC^ perpendiculaires entre eux, par les 
coordonnée > AP et PHf. €efa revient à rapporter le 
point lui-même aux trois plans BAC, BAD et DACy 
perpendiculaires entre eux; car les coordonnées AP 
et PM'y situées daqs le plan BAC, représentent les 
distances MM" et MM" du point proposé M^ aux deux 
^ autres plans DAC et BAD, Les droites AB, AC et AD^^ 
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saWant lesquelles les plans coordonnés BAC, BAD^- 
DACj se coupent deux à deux, sont les axes des coor- 
données; et on les distingue entre elles par la lettre qui 
marque la coordonnée qui leur est parallèle. Ainsi y en 
faisant -<^P=jr, PM'z=zy^MM^=^Zy la ligne AB sera 
l'axe des x^ la ligne AC ^ celui desj^, et la ligne AD ^ 
celui des z. 

Lés plans coordonnés reçoivent eux-mêmes des dé- 
nominations semblables. Le plan BAC s'appellera le 
plan des x e\. y^ parce qu'il contient les coordonnées 
X et y. La projection M" du point M^ sur le plan 
BADy étant rapportée aux deux axes AB et AD^ 
par les coordonnées AP'=ix et PM" ^=^MM=iz^ 
ce plan sera désigné sous le nom de plan des x et z. 
Enfin la projection M" du point iKf^ sur le plan DACy 
étant rapportée aux axes AC et AD, par les coordon- 
nées AQ — PM'=y et QHT'^M'M^z, ce plan 
sera désigné sous le nom de plan des y et z. 

Cela posé) les coordonnées j^ et s sont nulles en 
même temps pour tous les. points de l'axe des «, AB\ 
il en est de même de x et de 2, relativement à 
l'axe Hesj^y^C; enfin de x et de^, relativement à l'axe 
des z f AD* 

Pour tous les points du plan BAC, la coordon- 
née z est nulle, et elle a une valeur constante 
dans tous ceux d'un plan quelconque, parallèle à ce 
premier; en sorte que l'équation 2=sc, lorsqu'elle est 
seule et qu'on n'a aucune autre détermination relati- 
vement aux deux coordonnées restantes x et y, doit 
être regardée comme désignant tous les points du plan 
mené parallèlement, à SAC, à une distance égale à c. De 
même , la coordonnée y est nulle pour tous les points 
du plan BADf et l'équation du pian qu'on mène- 
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raît paràUèletnent à ce premier , à une distance h , se- 
rait j^ssi. 

Si Ton réunit ensemble les deux équations 2=c et 
yr=ihy c'est-à-dire si Ton suppose qu'elles aient lieu en 
même temps, elles désigneront uue droite parallèle 
à l'axe des x^ et menée sur le plan des y elh^ par le 
point dont les coordonnées sont c eib\ car il est facile 
de Toîr que cette droite peut être regardée comme l'in- 
tersectîon de deux plans respectivement parallèles aux 
plans BAÙ^ BAD. 

Enfin, dans le plan DAC^ la coordonnée x sera tou- 
jours nulle I et;r=a sera l'équation du plan mené paral- 
lèlement k ce premier, à une distance égale à a. Les trois 
équations 2;= c,j^ = &, a7=a, étant réunies^ ne peu- 
vent plus appartenir qu'au point qui se trouve dans 
l'intersection des trois plans respectivement parallèles à 
chacun des plans coordonnés. 

1 ^6. Je vais examiner maintenant ce que signifierait 
une seule équation, entre deux des trois indétermi- 
nées X j y et z\ çX }e prends pour exemple z =sz Ax, 
On voit d'abord (S*;) que cette équation appartient à 
Fig. 73. une droite AN" y fig. 98, menée dans le plan des x 
et 2, BAD , mais elle a encore un sens plus étendu ; 
car si l'on conçoit que la droite AN^ se meuve parai* 
lèlement à elle-même le long de Taxe AC^ des y^ 
dans quelque position qu^elle s'arrête, l'ordonnée z, 
ou M^my prisé au point quelconque M* situé sur la 
droite PM', parallèle à ACy sera égale à l'ordonnée 
Pniy correspondante , dans le plan BAD y à Tabscissé 
AP c== QM*, La droite AN* y par le mouvement que je 
lui suppose, décrit le plan N^AC y passant par les 
droites AN' et A C'y on aura àonc z^=^Ax pour tous 
les points de ce plan. 
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On trouverait des eonséquenoes analogues pour les 
autres plans coordonnés^ eb prenant des équations 
entre les indéterminées qu'ils contiennent; mais il vaut 
mienx passer tout de suite à un cas plus général^ et con- 
ridérer l'équation z = j^jç -f- B^, 

£n 7 faisant y=o, il viendra zz=^Axy d'où l'on 
conclura que la droite AN" , qui se trouve com- 
prise dans tsette dernière, renferme tous les points 
communs à la surface représentée par l'équation 
z = Ax + By^ et au plan coordonné BAVy sur lequel 
y est toujours nul, et que par conséquent cette droite 
AN' est l'intersection de ce plan, avec la surface pro- 
posée. 

Lorsqu'on fait x=.o , on obtient zs^By^ équa- 
tion qui appartient à une droite AN' menée par l'o- 
riginel, dans le plan DAC^ et qui est l'intersection 
de ce plan, avec la surface représentée par l'équation 
z = Ax + By, 

Si maintenant on conçoit que la ligne AN^ se 
meuve parallèlement à ellë-ménie le long de AN" , 
çUe décrira.le pkn N^AN" ; et quand elle sera parve» 
nue dans une position quelconque mM^ la portion Mm 
de l'ordonnée M^M sera égale et parallèle à Qm!" : on 
aura par conséquent 

M'M=Pm" + Qw!' — Ax+By = z', 

d'oà il résulte que le plan N^AN"^ passant par les 
lignes AN^ et AN^^ dont lies équations sont ' 

i—Ax, z=^By, 

a lui-même pour équation 

•^ ' '. z-z^Ax-^By, 
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Si le plan proposé , aa liea de passer par Pot*iginé j^ ^ 
se troaraît dans une position G'EG*' , déterminée par 
les lignes EG", EG"^ respectivement parallèles à AN" 
et à AN^y il serait parallèle à If AN" ; et en prolon- 
geant l'ordonnée de celui-K:i jusqu'à ce qu'elle rencon- 
trât le premier y xm aurait 

M'L^M'M+ML^MM+AE'. 

en nommant donc D la distance AE , et 2 l'ordonnée 
M*Lj il viendrait, d'après ce qui précède , 

z^=iAx + By+D. 

Telia est l'équation d'un plan mené dans une posî*» 
tion quelconque : il est aisé de se convaincre qu'elle re- 
présente l'équation générale du. premier degré à trois 
indéterminées \ car cette dernière ne peut être que de 
la forme 

«^ + i8y + y« + ^=o, 

et en la divisant par y, elle rentrera dans la première ^ 
lorsqu'on aura posé 

a R i^ 

= A, — -=i?, — -=D. 

y y y 

On voit donc que le coefficient y n'ajoute rien à la 
généralité de l'équation : je le conserverai néanmoins 
pour rendre les formules plus symétriques , et je repré- 
senterai l'équation d'un plan quelconque par 

Ax + By+Cz + D=o\ 

mais il faudra se rappeler que, dans tous les résultats, 
il y aura un des coefficiens qu'on pourra supposer 
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égal à Punîté, ou déterminer par des conditions' parti- 
ticulières {voyez à la fin de l'ouTrage, la note £). 

177. En faisant snccessÎTement j7 ^ ^ et is nuls, dans 
Pé^nation de ce plan, on trouvera qu'il coupe celui des 
y et Zf dans une ligne dont l'équation est i5?y+C2-l-D:=:o; 
celui des a; et 2, dans une ligne dont l'équation est 
j4x -f- ^2 + ^= o, et enfin celui des x et jr, dans une 
ligne ayant pour équation j4x + By -|- Z> = o. 

L'étendue des plans étant indéfinie , il faut conccToir 
que le plan CE G" soit prolongé derrière les plans 
coordonnés BÂD, I)AC\ il rencontrera alors le plan 
BAC y et passera dessous. Toutes ces circonstances 
peuTcnt se lire dans son équation, en observant que 
chacune des indéterminées x y y et js doit être prise 
positivement et négativement , et que si les parties AB , 
AC et ADj fig* 72, des axes des coordonnées, ré- Fig. 7a. 
pondent aux valeurs positives de ces quantités , les 
parties opposées Ab ^ Ac et Ad répondront aux va- 
leurs négatives. Cela peut se prouver immédiatement 
par le cours des lignes situées dans les plans BAC y 
BAD et DAC\ on y parviendrait encore en transpor- 
tant cbacun de ces plans parallèlement à lui^^mème, 
de manière à rendre positives les ordonnées négatives 
qui lui sont perpendiculaires , et on raisonnerait alors 
comme on Pa fait à Pégard des lignes (76). 

Il suit de là que, par le moyen des signes dont les 
coordonnées sont afi^ectées, on peut distinguer dans 
lequel des liuit angles trièdres que les plans coordonnés 
forment autour du point A , tombe un point pro- 
posé : il sufîit pour cela de remarquer que lorsqu'on 
prend 
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+ 07, •+- j^, + «j *lans Vangle ABCD\ on a 

+ -^j + ^j . — ^> ^^ï** l'angle ABCd^ 

-f- x^ — jj + «, dans l'angle ^5 Z>c , 

— gc^ + V; + ^> ^2i^s l'angle ACDb^ 
-4- X, — j^, — jz, dans l'angle ABcd, 
_ X, — J', + 2> dans l'angle ADbc^ 

— X, + ^, — «> dans l'angle -<^C7W, 
— ^ j^, — Zy dans l'angle Abcd. 



-— X, 



1 78. Une ligne droite est donnée toutes les fois qu'on 
connaît deux plans qui la contiennent , et dont elle est 
alors l'intersection , parce que les coordonnées de ses 
points sont communes aux équations de ces plans* 
Soient donc 

Ax +By +Cz +D =0 (i), 

j^x + Èy + Cz -fr 2>' = o (2), 

les équations des plans donnés; en regardant les coor- 
données x^ y et z comme ayant la même valeur dans 
ces deux équations , il n'en restera qu'une dont on 
puisse disposer arbitrairement , et les deux autres , cal- 
culées en conséquence de la première, feront con- 
naître la position des différens points de la droite pro~ 
posée. 

Les équations (i) et (2) ne sont pas les seules qui 
puissent représenter la droite proposée ; car elle se 
trouve dans une infinité de plans différens : mais on 
cfaoisitordinairement, parmi toutes les équations qu'elle 
pourrait avoir , celles qui ne renferment que deux des 
coordonnées x , y et z, 

£n éliiknant successivement x, y et Zy entre les 
équations (i) et (7,), on obtiendra les trois suivantes: 
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(^Jff-^A'B) y—{CA'—eA) % + Aiy -^ ^D^é, 
{ÇA — CA)x'^ {BC — ffC) y^CN — CD^^, 

• * 

qui deviendront 

yj,_^a + J>— o. (3), 

«« — y* + « = 0. (4), 

|3* — -jr + ÇzsO (5), 

* 

en faisant, pour abréger , 

Aff-^ABsny, CA'—CA^&, BC-'JffC:s=ii,j 
Ajy — A'D^i^, BUf^ffD^t, CD-^CD^t,. 

Deux quelconques de ces équations suffisent pour rem- 
placer les équations (i) et (2), et comprennent implii 
citement la troisième. £0 effet , si l'on multiplie Iné- 
quation (3) par et y l'équatîon (4) par ^y l'équation (S) 
par y, et qu'on ajoute les produits , on trouvera 

«^ + i8i + yÇ=o, 

résultat que la substitution des valeurs de er, jS^ y, J^, 
f et Ç, rendra identique, ou qui exprimera la condition 
que doivent remplir ces quantités^ pour que les équa- 
tions (3), (4) et (5), étant données xl priori^ puissent 
appartenir à la même ligne droite. 

L'équation (3) , qui renferme la relation que doivent 
avoir entre elles les coordonnées j' et a, pour tous le» 
points de la droite proposée, appartient à l'ensemble 
des projections de ces points sur le plan des ^ et 1; , et 
est par conséquent l'équation de la projection de la 
droite proposée , sur ce plan. ( Compl, des Elém. de 
Géom. , 4- ) ^** verra de même que Féquation (4) 
appartient à la projection de cette droite M^r le plan 

18. 
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des a: et Zf et que Téquation (5) est celle de sa |iro-* 
jection sur le plan des x et ^. Deux quelconques de 
ces projections étant -données , la droite est entière- 
ment déterminée; cela est évident par l'analyse pré- 
cédente, et parce que la droite proposée n'est autre 
que l'iutersectian de deux quelconques des plans pro- 
jetans {Comp. 5) , plans dont Téquation est la même 
que celle de la projection sur laquelle ils sont éle- 
vés (176). 

179. L'équation générale du plan ne renfermant que 
trois coelficiens nécessaires , il suffit d'un pareil nombre 
de conditions pour la particulariser. J^indiquerai suc- 
cessivement celles de ces conditions qui se rencontrent 
le plus fréquemment , çt je traiterai en même temps les 
questions analogies, relativement aux lignes droites. 

Lorsqu'il faut faire passer un plan par troi? points^ 
dont les coordonnées sont 

x\y\z\ x\y\z\ a:*,j^*,a% 

on met successivement 

* 

x', a:", jc*, au lieu de x y 
y> y\ y^y au lieu de jr, 
z y z ^ z j au lieu de z^ 

dans l'équation générale du plan , 

et il vient les trois équations suivantes : 

Jx' + By' +Cz' +D = o, 
jix" + Bf 4- Cs" + 1> = o, 
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an moyen desquelles on détermine les quantités ^,. 

A C 

—, — ytXaa trouTe 

^_ /(y'-y")— »V-j^')+«*(/-.y') 

S j'(«'— 0— -rV— «')+ J*(«'— «•) . 

2>~* CyV— jfV)— «V»"— J'"*') +*"0''* —/*')' 

D—x'{y'^'-y'J^x\y'x'—y'^')-\-x\y'x'— y V) * 

Il est aise de voir que si Ton Toulaît déterminer Tes 
écpiations des projections d'une droite qui passe p^r 
deux points donnés, on y parviendrait d'une manière 
analogue , en substituant les coordonnées de -ees. points 
dans les équations générales x = cz -f- tf ,. ^ =3^ -f- /8 ; 
et l'on trouverait ainsi 
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-*=^r.(*-^'),J— /=4-^(*-«) (88). 
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180. Pour reconnaître quand deux lignes données 
sont dans un même plan , ou , ce qui revient au même 9 
se coupent , il faut s'assurer si les indéterminées 'x\ y 
et % peuvent être communes aux quatre équations des 
projections de ces droites {^Comp. 19}; or il est évident 
qu'en éliminant x^yelz^ il restera une équation qui 
exprimera la condition sans laquelle les équations des 
droites proposées ne sauraient avoir lieu pour le même 
point. Soient 

y = bz + fir y=b'M + e^f' 

les équations de oes droites; on en tirer» 1 
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et éliminant z,ï\ viendra 

(/—•;) (&'- A) — (iS'— /8l ia—a) = o. 

^89.- Deu plans qtti sont parallèles 'ont leurs com- 
munes sectioAs , avec ebaque pfem coordonné ^ respec* 
tÎTement patalleleë entre elles (€tmip^iS)z mais si 

représentent le$ équations de ces deux plans, leurs com- 
munes sections respectives avec les plans des x etz, et 
des ^ et 2 , auront pour équations 

1 ^j»^C« + />=iro, ^ir+Cr« + I>'=±o, 

-fij' + Ç^f^D'szOy B'y+C% + If = Oy 

et ne seront parallèles deux à deux que lorsqu'on aura 

C C' C~ C ^^'' 

Tirant de ces dernière9 les valeurs de ^ et de B\ on ' 
obtiendra, pour l'équation du plan parallèle au premier, 

, On achèvera de déterminer le second plan , en sup- 
posant qu'il doive passer par un point dont les coordon- 
nées soient x y y yZ : on aura 

—X-^x'+By + cz')+iy=o', 

•celranchant octt^équation de la précédente , Z/ dispa- 
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C , , ' 

raitra, et dîyiflant alors par -p^, il viaidra 

A{x — x') + B(^y—y') + C{z — z') = o. 

Il esta proposde remarquer quesiPon regarde A^B^C 
comme des quantités quelconques , l'équation 3i-dessu$ 
sera commune à tous les plans qui pas^eot par l.e point 
proposé. 

. Puisque deux droites sont parallèles lorsque leurs 
projections, sur ohacon des plans coordonnés, sont res« 
pectiyement parallèles {Comp. i^o), leurs équations 
seront, dans ce cas, de la forme 

x=i: az-\^ A \^ x = a2,-f-«'l 

y = bz+fii j = bz + fi'f' 

Si la secondie doit passer par le. point dont les coor- 
données sont x% y et 2', on aura, pour déterminer 
dt eXfl y les équations 
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*'^az' + «' et y = A«'+)S' 
dont on tirera , en opérant comme tout-à-l' heure, 

■ 

162. Pour trouver l'équation d'un plan perpendicu- 
laire à une droite donnée, il faut se rappeler que les 
communes sections de ce plan, -arec chacun des plans 
coordonnés , sont perpendiculaires aux projections de ' 
la droite donnée. (Co/nj9. 32.) Soient 

•* . *. * 

les équations de cette droite , et 

:^i 4>£ry -f Ca -f- Z? =1 o 
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celle du plan cherché; les communes sections de ce 
dernier , sur le plan des x etz^et sur celui des y et», 
seront représentées par 

jix"^ Cz + Dz=zo ou «= §^' 2, 

ji A 

Bj-+Cx+D=o ou jy=~Ç-£., 

et pour que ces droites soient perpendiculaires aux pror- 
jeclions de la droite donnée ^ il faudra qu'on ait 

Substituant les ^râleurs de A et de B, tirées de ces équa- 
tions, dans celle du plan cherché ^ on aura 

et si ce plan doit passer par le point dont les coordoR«-* 
nées sont x', y' et % ^ son équation deviendra 

a {x—s) + h (y— y) + is— a =o. 

Si 1 équation du plan était donnée, et qu'on deman- 
dât celle de Jà droite -qui lui est perpendiculaire, il 
faudrait alors remplacer a et b par les valeurs indi- 
quées ci«dessus; il viendrait 

I 

pour les équations de la droite perpendiculaire au plan 
représenté par Ax + -Sy + Cif -f- 2?=o , et assujettie 
à passer par le point dont les coordonnées sont x', y 
et x\ 

l'ig- 7^ 1 83. La distanite entre Porigi neAdt Je point MJig. 72, 
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dont les coordoonées sont Xy y eta, a pour exprès* 
«ion 



Celle de deux points quelconques M et m, s'obtient 
en prenant PO=pTn , M'N=7nm, et en considé- 
rant les triangles m'OJkt et mNM, rectangles l'un en 
O, l'autre en JV; il en résulte 



m'Jir = m'0 + M'Oy mM=mN+MN\ 

mai» en désignant par x' y y y z les coordonnées du 
point m ^ il Tient 

Tf^O=x—x\ MO=y—y'y MN—z—J y 

et observant que TnN:=Ezm' M' y on trouve 

mM7=z \/{x—xy + {y—yJ + {z — zy' 

184. Ceci mène à l'équation de la spbëre, puisque 
tous les .points de sa surfaee devant être également 
éloignes de son centime , si l'on suppose d'abord qu'il soit 
à l'origine et que le rayon soit r^ on aura dans tous ces 
points, 

x* + y + 2,» = r»; 

et si les coordonnées du centre sont x'y y' y a', il viendra 

i85r Ge qui précède fait trouyer d'une manière très 
simple l'expression du cosinus de Tangle compris entre 
deux droites données. Soient 






t 
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les équations des projections 4e ces droit»», qui se cou- 
pent au point dont les coordonnées sont x\ y' et. z' ; 
si l'on imagine qu'elles se meuvent parall^emenLà elles- 
mêmes, jusqu'à ce que leu^* point d'ioterse^ioik .soit 
à l'origine , leur angle ne changera pas , et les éqy^tlpns 
ci-desaus se réduiront à . . 



= bz]\ .y^Vzè\ 



Si l'on conçoit ensuite une sphère qui ait soii centre 
à l'origine, et dont le rayon soit représenté par r„. 
la disiailce des points -oii ^à surface coopéra 'ch(S^i!i 
des côtés de l'angle cherché , sera évidemment ki cordp 
de cet angle^.On trouvera ks coordonoées du..ppii7,t de 
rencontre de la premiëi:e droite avec la surface de la 
sphère , en déterminant a; , ;y «t « pap les |oqiiatio|is. 
de cette droite et par celle, de la sphère ; on aura, 
ainsi - - ' ~lUv 

ar l>r < . • 

*' ^' - - %/"^^^ ' - — . ■ ■ ■ ■ . tf< • ■ I I ■ I 1 1 liai 



-»—• ^-^_** 



Zrut- 



nommant x% y' et si les coordonnées du point . de 
rencontré de lâ seconde droite avec la surface de la, 
sphère, on aura de même 

b \ 



ar . or 






L'expression du quai'ré de la distancé de ce point au 
prêchent, s^rA (x.--^ *•>* ■+ {y -ry'Y + (« -rx^Y^ \ 
et en y omettant pour x-^ai^y — y, ijs — :|sV]^iM'A:iY&" 
leurs, on trouvera, après les véduotioiis , . . ' . 



r* 
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Mais en nommant F* l'angle cherché^ sa corde sera 

V/siR^ ^ 2iî cos ^ (i3)\ 

R désignant le rayon ; et faisant ce rayon = 1, on aur«t 
pour le quarré de la corde 2(1— cos K) \ puis compa- 
rant ayec l'expression trouvée ci-dessus ^ dans laquelle 
on fera aussi r= i ^ il Tiendra 

__ 1 + ad -(- bh' 

cos ^=3 I ' ■ ...» . * - «r ^ i — ^^ . 

Il sera facile de déduire de là 



. 1/ (^ab' — a'by+ia-^ a'y + (A— ^^')* 
sin /^= — — ^ . 

Pour que les deux droites proposées soient perpéiâdi- 
culairesy \\ faudra qu'on ait cos Fsszo y et par consé- 
quent I + aa'+/iè' =2: Ofct. .. 

186. C'est ici le lieu de parler dès relations qui eiî»- 
tent entre les angles que fait une droite quelconque 
aTcc les axes des coordonnées , parce qu'on les a intro- 
duites avec beaucoup de succës dans la Mécanique , et 
qu'dUesidohnent plus de symétrie aux^ équations de cette 
droite. . - ' 

Pour y parvenir par le, moyen des expressions du 
n" précédent, je suppose que -la seconde droite don- 
née soit l'un des axes y celiii ' des x , par exemple : 
dans ce cas, on aura ^=0^ quel que soit \sç\ ainsi 
b'=^o, Qbseryant ensuite que ^ d'après l'équation 
X = dz y a désigne la tangente de l'angle que fait 
avec l'axé des z (86) la prç^ection de la ligne dojpt il 
s'agit , angle qi|i est droit quand .cette li(gne coïncide 
avec Taxe des x , on verra que a! est infini (24)* ^^^ 
supposition de Z)'=o réduit d'a^^ord l'expression de 
cos Vai * ' 
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I 4- ««' 



V/(i+a»+AO (! + «'*)' 



et en dWisant ses deux termes par d^ on lui dcmnena 
la forme 






puis en y faisant a infini , elle deviendra 

a 

Telle est l'expression du cosinms de l'angle que la- 
première droite donnée fait arec l'axe des x. 

On trouvera de même pour l'axe des ^^ par- rapport 
auquel a'=o, et &' est infini^ 

'h 



V/i -f-a* + i* 



Pour l'axe des %y par rapport auquel d-=.o e^ 
b'z=zo^ on obtiendra 



Vi+a* + 6*' . 



En désignant respectivement par ûl, 0, y les trois 
angles dont je viens d'indiquer le cosinus ^ on aura 

COS tf = — 7-====, COSff= —— y 



cos y = . --~7- ' 



APPENDICE. ^85 

Si FoD quarreoes trois équations et qu'on les ajoute 9 
il 'viendra 

. . /,. . a* + i* + i 

cos«*+cosi3*+oosy*=— - — , . ,, = i^ 

I + a* H- 6' 

comme on Pa remarqué dans le n° Sg du Complèm. 
des Élém, de Gèom. 

187. L'expression de 00s y donnant 

i/i + a* + A' = -^, 

. cosy 

si Ton substitue cette valeur dans celles de cos « et 
de cos /S, on en tirera 

cos A cos /S 

cos y cos y 

et lesiéqnations de la première droite donnée deyiendront 

{x — j/) cos y = (« — «') cos tf , 
{y — y') cos y = (jt — z') cos i3. 

Si l'on substitue ensuite les valeurs de a et de 6 
dans l'équation du plan perpendiculaire à cette droite ^ 
savoir, dans 

a(j;— rO + ^C^'— /)+«—/ =0 (182), 

on obtiendra ce résultat très symétrique, 

{x — x) cos « + 0'— rx') cos ^ + (a — z) cos y = o. 

Enfin si l'on désigne par et', & ^y y les angles qu'une 

seconde droite fait avec les axes des coordonnées', ce 

qui donnera 

, cos*' jj cos /S' 

a = , y o = > , 

cosy cosy 
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l'expression d a cosinus de l'angle que cette seconde 
droite fait avec la première (i85), se changera en 

cos y=. cos « cos«'-f- cos/3 cos iS'4- cos y cos y', 
si l'on observe que 
<X)s«*+cosiS*+cosy*^=i , coscfc'*4-cosiS'*+cosy'*=i. 

i88. L'utilité de ces formulée peut faire désirer de 
les obtenir immédiatement, ce qui est facile par les 
considérations géométriques. 

i^. En supposant que la droite donnée soit trans- 
portée parallèlement à elle-même, à l'origine des coor- 
iPig. «^. données , et représentée par AM,fig 74 , on observera 
que le triangle APM est rectangle en P, puisque le 
plan M'PM" est perpendiculaire à l'axe ABy et on en 
conclura 

AP X a 

cos PAMz=s -r^ = 



^^ v/a;»+y+z> v/i-h«'+6*' 



en mettant pour AMy y/ x'-^y'^-^-z' (i83) et pour 
X e\.y teur« valeurs az et hz. 
On trouverait de même 

AM ï/ar^-f^^+^B'» y/ ^^a^^b^' 

-^ A^M^ AR z i 

cos RAM=> '-ri:^= — .=1 ^ = -^ * 

^^^ \/x^+y^+z^ ]/i^a^+b^ 

Ainsi on parviendrait sur-le-champ , par ce moyen, à 
la relation 



cos PAM+cos QAM + cos RAM = i . 
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2*. Les triangles APM , ARM donnent ... ^ ... . 
APzszAM cos FAMy AR=^AM cos RAM\ et comme 
AR=PM\ il viendrait 

udfP cos PAM , ,, X cos ûfc 



d'où —=5 



PM^~cé%RAM' .«"^008 y* 

en représentant par ce et y les angles que la droite 
AM fait ayec l'axe des x et celui des x. On aurait de 

même 

y cosiô 

z """ cos y ' 

R désignant l'angle compris entre la droite proposée et 
l'axe des y. 

3®. Enfin on indique quelquefois une droite par 
l'angle MAM qu'elle fait avec sa projection sur le 
plan des x et y^ et par l'angle M AP que fait cette pro- 
jection ayec l'axe des x. Soit 6 le premier angle , et ^ 
le second ; on aura 

MM' = AM sm MAM\ ou. « = ^Afsinô, 
AM' = AM cos MAM' y ou AM' ^ AM cosi, 
PM' = AM' sin M'AP , ou y^ AM cos ô sin (^ , 
AP s=AM' cos M'AP, ou x = -^^ cw ô cos ^. 

Si l'on rapproche ces dernières expressions de x, de 
jr et de 2 9 de celles qui résultent des équations 

X cos A y cos jS 

z cos y' a cos y' 

en faisant attention que y, désignant l'angle RAM, est 
le complément de MAP' ou de 6 , il viendra 

cosy=ssind, cos 1^:=: cos 6 sin ^> cos « = cos ô cos ^. 
En quarrant ces dernières équations et Icss ajoutant • on 
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retrouverait encore comiâe ci-dessus, 

cos y* + cos /3* + cos «* = i. 

Je terminerai cet article en faisant remarquer que 
toutes CCS relations rentrent dans des résolutions de 
triangles spliériques rectangles (58). (/^oy. aussi la 
note C à la fin du livre.) 

189. Le cosinus de l'angle que deux plans quelcon- 
ques font entre eux y se déduit immédiatement du 
n** i85*, car cet angle est égal à celai que font deux 
droites menées perpendiculairement à chacun des 
plans proposés, par un. poiut quelconque de leur 
commune section. (jComplém. 4^.) Ces plans étant re- 
présentés par les équations 

Jx+By-^Cz+D^o, ^'x+By+Cs+D'=Oy 

si l'on conçoit qu'ils se meuvent parallèlement à eux- 
mêmes, jusqu'à ce qu'ils soient parvenus à l'origine des 
coordonnées, leur angle ne changera pas, et leurs équa- 
tions se réduiront à 

u4x + By+Cz^o, A'x+B'y + Czz=o'y 

celles des droites qu'on mènera perpendiculairement à 
chacun d'eux, par ce point, seront (182) 

B B' 

substituant donc dans l'expression de cos Ky au lieu de 
a et & , de a' et V , les yaleurs que donnent ces équa- 
tions , il viendra 



cos F== 



l/(^»4.^a^ e») (^'»4- jS^'-t- c») 
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Si l'un des plans proposés, le second^ par exemple, 
était cçluî des x eij, sur lequel on a toujours 2=0, 
îl est évident que ji^ et B' deviendraient nuls dans cette 
supposition , et que cos ^se réduirait à 

C 



On trouvera de même que le cosinus de Fangle formé 
par le premier plan proposé, avec celui des x et 2, 
pour lequel ^^=0, ^'=0 et C =: o; sera 

B 



v,- j 



\/ji^^B''^& 

et que le cosinus de Tangle du même plan avec celui 
îJiesy et z , pour lequel a:=o , B't=:o. 0^= o , sera 



|/y^^ + ^^ + 6* 

Dans le cas où les deux plans proposés seraient per- 
pendiculaires entre eux, on aurait cos /^=so, et par 
conséquent AA'r\'BB' CCz=zo. 

Des surfaces du second degré, 

190. Les surfaces 9 de même que les lignes, se 
divisent en ordres , suivant le degré de leurs équations. 
Le plan est la surface, du premier ordre, parce que 
son équation ne monte qu'au premier degré. Les sur- 
faces du second ordre sont toutes comprises dans l'é- 
quation 

la plus générale qu'on puisse former dans le second 
degré , avec les trois indéterminées « , j' et «. 

Trigonométrie» 8* édition. . ig 
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Eu résolrant cette équation par rapport à Tune de^ 
ces lettres I kz, par exemple, on trouvera 

« = — ^—vr ifc 

c 

+ {E^—AC) X* + 2{EF— CD) xy + (F»— J5C)j^«). 

Ce résultat fait yoir qu'au même point du plan des x 
et y, répondent deux points sur la surface proposée, 
et que par conséquent chacune des valeurs de z produit , 
par la substitution de toutes les valeurs possibles de ce 
et de y, une portion de surface qui est, par rapport à 
la surface totale , ce que sont les branches d'une courbe 
par rapport à cette courbe : on donne à ces portions 
le nom de Nappes. 

, On remarquera d'abord que la partie rationnelle de 
la valeur de z exprime* Pordonnée d'un plan tel, que 
si l'on en faisait partir les ordonnées de la surface , en 
posant 

* + c ="' . 

l'indéterminée u aurait deux valeurs égales, Tune posi- 
tive et l'autre négative : le plan dont il s'agit est donc 
pour les surfaces du second degré, ce qu'est un dia- 
mètre par rapport aux courbes de ce degré. 

On se' ferait difficilement l'idée de la forme que 
doit affecter une surface dont on a l'équation , si 
l'on n'en considérait que des points isolés ; mais au 
lieu de cela , on imagine une infinité de sections faites 
dans cettp surface par des plans, que, pour plus d- 
simplicité, Von prend parallèles à l'un des plans coor— 
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donnés : le; cours de ces diverses courijes étant connu, 
leur continuité rend sensible la forme de la surface 
proposée. 

Tous les points iViin plan mené parallèlement à celui 
des X et^^ à une distance désignée par a, étant com*- 
pris dans l'équation 2=:a , si l'on substitua cette valeur 
dans l'équation générale des surfaces du second degrés 
le résultat , 

exprimera la relation qu'ont entre elles les coordon- 
nées du plan des x et y, pour les points de la sur*- 
face proposée, distans de ce plan de la quantité a, 
et appartiendVa donc, sur le plan des x ely, a la pro- 
tection de la courbe dans laquelle le plan dont l'équa- 
tion est 2 = a, rencontre la surface du second degré; 
et comme ce plan est parallèle à celui des x et y, 
on voit évidemment que la section faite dans la surface 
même ne différera pas de sa projection sur le plan 
dont il s'agit. 

En prenant pour a diverses valeurs, on aura diverses 
sections parallèles au plan des x et j^ : si l'on fait a=o, 
l'équation résultante 






donnera la courbe du second degré , dans laquelle la 

surface rencontre ce plan. On déterminerait de la même 

manière les équations des sections parallèles au plan des 

jt et 2 et à celui des^ et 2. 

On conçoit facilement , et on en a d'ailleurs vu 

l'exemple sur la sphère (184) , que les surfaces, $ui- 

19.- 
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Tant qu'elles sont placées d'une manière plus ou moîos 
sjmétrique par rapport aux axes àes coordonnées , ont 
des équations plus ou moins simples , et que par 
conséquent pour analyser les différentes espèces de 
surfaces que peut représenter l'équation générale de 
celles du second degré ^ il faut d'abord la débarrasser 
des termes qui ne dépendent que de la situation par- 
ticulière des axes des coordonnées , ce qui peut se 
faire ^ soit en discutant le radical, d'une manière ana- 
logue à celle qu'on a suivie pour les lignes du second 
degré, dans les n^* iii-ri2o, soit en construisant 
des formules générales pour la transformation des 
coordonnées dans l'espace, et en disposant, comme 
dans les n**' I25 — 127, des quantités relatives à la po- 
sition des axes , pour simplifier autant qu'il est possible 
l'équation générale. On peut consulter sur ces détails, 
qui sortent entièrement des élémens, le cbapitreV du 
premier volume de mon Traité du Calcul différentiel 
et du Calcul intégral, 

191. Je ferai remarquer seulement qu'on peut tirer 
du n** i85, l'équation du cône droit placé dans une 
situation quelconque par rapport aux plans coor- 
donnés. 

£n effet, le cône droit étant engendré par le mou- 
vement d'une ligne droite assujettie à tourner autour 
d'une autre, en faisant avec elle un angle constant, si 
l'on désigne par a, /8, y les coordonnées du sommet , 
qu'on prenne pour la droite fixe, ou l'axe du cône, les 
équations 

j: — * = a(z— y), 

j — ^ = ^(z — y), 

pour la droite mobile, ou le côté du cône , les équations 

I j 
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X — * = «'(a — y), 

le cosinus de Fangle de ces droites sera 

I + aa' + bb' 

comme il doit êlre constant, on le représentera par c, 
puis on observera que a, 6, appartenant à l'axe du 
cône, désignent des quantités connues^ et que 



a= • f? =-^ 

s — y « — y 



En substituant ces valeurs , on formera Véqualion 

qui se réduit facilement à 

en faisant, pour abréger, ^ \ ^ a:" -^ b^ z=. m. 



{*) Il est ais^ de voir que si Ton faisait z = o, dans cette équation, 
le résultat, qui appartiendrait à la section du cône par le plan des x 
tiy, prendrait la forme de Téquation générale du second degré à 
deux inconnues , et qu*on pourrait par ce moyen montrer algébri' 
quement Tidentité des courbes du second degré avec les sections 
faites dans un cône droit par un plan; mais cette voie serait beau- 
coup plus compliquée et moins générale que celle qu'on a suivie dsins 
les no* i5i — ]56, puisqu'on y a considéré un cône quelconque. 
D'ailleurs, le calcul ponr un cône oblique à-base circnlaiie, se trouve 
dans VAppendix de superficiehus , placé à la fia du second vo- 
lume de Vintroductio in analysin infinitorum d'Euler, imprimée 
en 17^8. 
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Si l'on place le sommet à l'origine des coordonnée*» 
on aura 

« = 0,^=0, y=o, 
ax + by + z 

Si l'on fait coïncider l'axe du cône avec l'axe de» 2, 
il vient a = o, è = 6,m=^i, puisq^i'on a sur cet axe, 
j'=:o/a:=o, quel que soit «•, et l'équation cî-ilessu& 

se réduit à 

z 
— ^=^? 

V^^^ + J'^ + Si* 

de laquelle on tire, par l'élévation au quarré, 
" En faisant dîins cette équation z-^n, elle devient 

équation qui appartient à un cercle dont le centre est 

dans l'axe àes z, et dont le rayon est . Il suit 

• c 

de là que toutes les sections faites par un plan paral- 
lèle à celui des a: et j", dans le cône proposé, sont 
d^ cercles > ce qui est d'ailleurs évident par la nature 
de ce cône. 

On tire de l'équation ci-dessus, 



\/l—C* 



il est facile devoir que yi — c* est le sinus de l'angle 
que fait le côté du cône avec Taxe des 2;, et que par 
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c 



conséquent — est la cotangente de cet angle ^ 



c* 



ou la tangente de celai que la même droite fait ayec le 
plan des x et y. 

Si l'on voulait que le sommet du cône fût à un point 
quelconque de Taxe des z , cet axe coïncidant toujours 
ayec celui du cône, on aurait 



« — y = 



V^i — c* 



\/x-+y\ 



En faisant z=:o , on obtiendra l'équation de la 
courbe suivant laquelle le cône rencontre le plan des 
:vety, et qu'on peut regarder comme la base. Cette 
équation sera 



— 7=— ===V/a:*+j^», 



ou 



c* 



elle appartient à un cercle dont le rayon est 

c 
Si l'on représente par r ce rayon, on aura 

y*(i— cO . cr 

r"— , et y=- 



c* 



l'équation 



se changeant alors en 



Z — y = — 7^:1=: \/x* + y* 
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cr c 



peut être mise sous la forme 

dans le caâ où c =r i ^ elle se réduit à 

192. Cette dernière équation , qui. ne contient plus 
que deux des trois coordonnées , appartient néanmoins 
à la surface cylindrique dans laquelle se transforme 
le cône lorsque son sommet s'éloigne à l'inCnî ; car c 
désignant le cosinus de l'angle formé par la droite gé- 
nératrice du cône et son axe , l'hypothèse de c = i , 
rend cet angle nul et établit le parallélisme des deux 
droites dont il s'agit. La première en tournant autour 
de la seconde 9 décrit donc la surface d'un cylindre 
droit y perpendiculaire au plafti des x et ^, et ayant 
pour base , sur ce plan , le cercle dont le rayon 
est r, et dont le centre est à l'origine d^ coor- 
données. 

Ceci conduit à remarquer qu'une équation quel* 
conque [qui ne contient que deux des trois coordon- 
nées'i et qui^ sur le plan de ces coordonnées, ne désigne 
qu'une courbe, appartient, dans l'espace, à une sur- 
face, puisque la coordonnée qui neutre point dans 
cette équation , se trouTant indépendante des deux au- 
tres, a une injinité de valeurs pour chaque point du 
plan cité; et ces valeurs répondent à tous les points de 
la droite élevée perpendiculairement au plan coordonne* 
par le pointg^que l'on y^ considère. 

L'ensemble 'de) toutes^ les droites élevées ainsi sur 
chaque point de la [courbe ,' constitue une surface cyliu" 
driqiUj en donnant à cette dénomination toute l'éten* 

( 
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due qu*on lui assigne dans le CompUment des ÉUmens 
de Géométrie, 

Des courbes considérées dans l'espace. 

193. Lorsqu'on envisage les courbes dans l'espace, 
elles résultent toujours de l'intersection de deux sur- 
faces , de même que la ligne droite résulte de la ren- 
contre de deux plans (178). On peut , par exemple , 
indiquer un cercle , en donnant la sphëre dont il fait 
partie et le plan qui la rencontre. £n supposant que 
la sphère ait son centre a l'origine des coordonnées 9 
et que le plan soit quelconque , le système des éiqua- 
tions 

Ax + I^j-^ Cz = D (2), 

appartiendra au cercle suivant lequel se rencontrent la 
sphère et le plan proposé , puisque ce système ne con- 
viendra qu'aux points qui se trouvent en même temps 
sur l'une et l'autre surface. 

Il est visible qu'on peut transformer le système dos 
équations (i) et (2) en une infinité d'autres qui soient 
équivalens ; mais le plus souvent on élimine alternati- 
vement une des trois indéterminées x^youz, et l'on 
obtient, entre ces quantités combinées deux à deux, 
trois équations qui appartiennent aux projections dç la 
courbe cherchée , sur chacun des plans coordonnés. 

Dans l'exemple ci-dessus, on a 



+ ,. + (£:=4_-z^) = 



*'+»'+ 1 « ='^, 



' + «*+(• 



D — By — Cs\' 



a . 
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deux quelconques de ces équations donnent la troi- 
sième : elles appartiennent (128) à des ellipses qui 
sont les projections du cercle^ sur chacun des plans 
coordonnés. [Comp. 63.) 

Pour concevoir nettement de quelle manière une 
courbe est représentée par les équations de ses projec* 
tionSy il faut considérer que ces équations appar- 
tiennent ^ des surfaces cylindriques élevées perpendi- 
culairement sur les projections (192), de même que les 
équations des projections d'une droite désignent aussi ' 
ses plans projetans (178). 

Il suit de là ^ que la. courbe proposée résulte de Pîn- 
tersectiou des surfaces cylindriques élevées sur deux de 
ses projections. {CompL 77.) 

194. Dans le plus grand nombre de cas , l'intersec- 
tion de deux surfaces courbes ne saurait avoir tous 
ses points dans un même plan , et forme alors une 
courbe à double courbure : telle est, par exemple» 
l'intersection d'mie sphère et d'un cylindre droit, 
lorsque l'axe du cylindre ne passe pas par le centre 
de la sphère. 

Si Ton suppose que la sphère ait son centre à Tgrî- 
ginc, et que l'axe du cylindre étant parallèle à celui 
'des Zf sa base, sur le plan des x et y, soit un cercle 
pa*ssant par l'origine et ayant pour diamètre l'axe des 
X , les équations des surfaces contenant la courbe pro- 
posée, seront 

2ax — x^ = y^j 

et l'on aura pour les projections en x ety, en a: et z, 

2ax — X* =y* , 
2ax -f- «* = r* . 
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Le centre de la sphëre se trouvant «ur la surface du 
cylindre, la courbe proposée pourrait se décrire en 
fixant une pointe de compas sur cette surface , et fai- 
sant tourner l'autre sur la même surface^ avec une 
ouverture égale au rayon de la spbëre. {Comp, 77) 

Pour en trouver tant de points qu'on voudra , il faut 
déterminer les coordonnées j' et « au moyen de l'abs- 
cisse X, par les équations des projections, qui donnent 

y = yT-ax — a:* , jk = j/r* — 2.ax, 

On reconnaît l'étendue de la courbe proposée en 
assignant les cas dans lesquels ces coordonnées devien- 
nent imaginaires ; or, on ne trouve de valeurs réelles 
pour^ que depuis 0;=: o jusqu'à r =2a, et pour a, 

r* 
depuis «=0 jusqu'à jc= — , du côté positif, et de- 

puis x = o jusqu'à l'infini , du côté négatif; mais il est 
évident qu'il ne faut prendre que la partie de Tabs- 
cisse »y commune aux deux projections , puisqu'il suffit 
qu'une des coordonnées devienne imaginaire pour que 
la courbe ait atteint sa limite : jclle ne s'étendra donc 
que depuis j:=::o jusqu'à ce que x égale la plus petite 

à.es quantités 2a et — . 

La considération des projections elles-mêmes oon* 
firme ce résultat L'équation en x et j, appartenant au 
cercle AEF'e.fig, 76, qui sert de base au cylindre, fig. ^5. 
et celle qui renferme a: et iz, appartenant à la para- 
bole WTh" , dont le paramètre = 2a , et la distance 

^/'= — , il est évident qu'on ne peut employer à 

la description de la courbe proposée que les portions 
E^Je et HT h", qui correspondent à la partie j4f de • 
l'axe JB. 
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196. Enfin, pour s'assurer analytiqucment que la 
courbe proposée n'est pas plane, îl faut chercher si elle 
ne peut être l'intersection d'aucun plan , avec t'un des 
cylindres élevés sur ses projections. En désignant par 

l'équation d'un plan quelconque, son intersection avec 
le cylindre élevé sur la parabole HTh\ sera représen- 
tée par les équations 

Jx + By+Cz=D, 
aor + a* = r*; 

la projection de cette intersection, qui aura pour équa- 
tion sur le plan des j^ et z, 

(r" — 2*'i 

devra coïncider dans tous ses points, avec celle de la 
courbe proposée, sur le même plan des j^ et s, et dont 
l'équation est 

or on tire de la précédente , 

y~ ~2âi5 * 

il faudra donc que, pour toutes les valeurs de s, on ait 
/ 2aZ> — Ar^ — naCz + Az'^y _ ,_ , (r*— z')^ 

En développant ce résultat, on lui fera prendre la 
forme 
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les lettres P, Q, R^ S et T désignant les coefficîens 
formés des quantités A^ B ^ Cy D] et pour que cette 
équation soit vérifiée indépendamment de 2 , il faudra 
qu'on ait séparément 

P=:o, Q = o, R=so, S=o, T^o. 

Pour satisfaire à ces équations, on ne peut disposer 
que des trois coeffîciens nécessaires de l'équation du 
plan coupant (176). Si l'on effectue le calcul^ on trou- 
vera 

R =::= 4a*C* + ^aAD — 2r»^» + (4a» — 2r») B\ 

S = (4ar»-^ — Sa'D) C, 

Tz= 4a»D» — ^ar'AD + r^A^ — (4aV» —t^)B\ 

et l'on Terra que P ne saurait disparaître à moins que 
^ =0, B=iO, conditions dont la première fait encore 
évanouir Q ; mais il reste 

/{=4a'C», iSrs— 8a»I>C, 7'=4a»X>% 

qu'on ne peut rendre tous nuls, parce qu'il est impos- 
sible que C soit zéro en même tems que ^ et ^9 : il n'y a 
donc aucun plan qui comprenne la courbe proposée ; 
et si l'on voulait déterminer z par l'équation ci-dessus , 
on n^aurait au plus que quatre valeurs , en sorte que la 
courbe proposée ne saurait être coupée par un plan, 
en plus de quatre points. 
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NOTE A itidiquée au boa de la page lo. 

Dans le tome XI des Annales de Mathématiques pures et ap- 
pLUiuées y M. Gergonnc a inséré (h la page SaS) le procède suÎTant, 
donné par M. Sarrns; pour parvenir, presque sans construction, 
anx cxpresMons de sin (adb/;) et de cos {a±b)t qui, jointes à la re- 
lation sin û»-hcos a« = iî* (lo), sont le fondement de toute la 
tliéorie des lignes trigonométriques. 
Y' „ç Soient deux arcs quelconques AM=ia, j4N=^h,fig. 76, et 
'^' " *' qu'on tire la corde de Parc ]yOM=a — b, on aura par le triangle 
hfMG, rectangle en C, 

ce qu'on peut écrire ainsi : 

[corde (a — &)]» = (co8 & — cos a)» +(sin a — sin b)* (A). 

Prenant le rayon «gai à l'unité, ce qui donne 

sin a* + cos û» = I , sin &» 4- cos &* = i , 
cl développant, il viendra 

[corde (a — i)]" = a — a cos a cos i — a sin a sin b. 

Quand on fait fc = o , il en résul te 

(corde a)» = a — a cos a , 

formule qu'on peut appliquer ^ un arc quelconque : on a donc 

>aufisi 

[corde (a — i»)]* = a — 2 cos (a — ft;. 

Cela posé, i«. en égalant cette dernière expression à la première^ 
divisant l'équation par a, et changeant les signes, on obtient 

cos (a — i») = cos a coà fc 4- sin a sin b (I). 

5io. En changeant fe en a — ft, il vient Téqualion 

cos fe = c6sa cos(a — &) + sin a sin (a — i), 

^ui , par la substitution de la valeur de cos (a- b) tirée de l'cqiw- 
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U<w(I), 


donne 








COI 


= co.a'c<. 


A + CMflamas 


oft+.ina.m(fl 


-b). 


ReDipbç 
«.kurde 


«n(^-b). 


ÎTtr^uïe "' '~ 


Eiaii-,rcâauDTil<n 


unntl 




.in(.-i) 


= .ioflCO.fe-. 


nico.- (II). 




3«. Enfin, changea 


lflena4-6dan.l«A(i.alioiii(I)e 


(11). 




tin a = si 









qui, par ri^îmlnalion , donncnl iDCCTSiiTeinenl Ira Tslenri du 
' col (a-f-fc) ïi de sin (a+fc) conforme» i l'énoiicë do n° ri. 

. L''aateur de ce procède' te borne h ce i^u'on tienl de lire, parce 
f|iril t'appuie sur un principe d'application de J'Algibre i la 
Ge'omcuie , tïpose au n" ;6 de ce trailcj mais on j iiipplte par 
Teiamen des dîverseï situatiDoi tetpecliiei (jue peuTcni avoir le» 
pointa JU et If, et qui ne font qae changer en -|- un on dcui de* 
signet— 'ConrprifldanaleaparentbèacB dn second luembrede r(:qua- 
lion (A). 

Quand cet poinlt ne tombent pnt du même CÔI^ du diamilre BB", 
c'ctt un cotinos qui changn de tigre , et un sinos lorsqu'ils son 

les calculs dana ces divers cat , ce qni ne présente ancnne difficulté. 
on voit que les formulea te modllicnl de la même manière que l'in 
dlqnent ici considéra tiona Jea n°* a> et aï. 

NOTE B indiqué* au n" ZQ.page 45. 

Au lien de chercher commeil'enilroil cité l'eipresiion de sin^C 
on pourrait linuvcr tout [le «aile celle de sin Cj car on a d'abord 

.i.o = ,-.,o=j,-'-^'-— )■. 

pnii rtiuitani le denier n 
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dont le second membre se décompose en factears^ dans la forme 
(aa b -h a » «H ^« — C ) {lab-^ a*-^b* -f-c*) _ 

a«6* a a a a ' 

et si Ton fait, comme dans le u* cité, a + 6 + 0=/, on aura 
enfin 

Cette formule, renfermant quatre facteurs soas le radical, est 
moins simple que celle du texte , et elle a de plus Tinconvénient de 
ne pas faire connatire si l'angle cherché est aigu ou obtus , puisque 
le sinus d'un angle est le même que celui de son supplément (aa), 
tandis que la moitié du plus graud angle obtus étant nécessairement 
moindre que if, on obtiendra toujours, sans ambiguïté, la valeur 
dc Tangle 1- C, par celle de son sinus. 

* En examinant les différens cas que présente la résolution des 
tiiangles-rcctiligiies obliquangles , on voit aiscmenc qu'il n'y en a 
qu'un seul où le triangle proposé n'est pas entièrement déterminé 
quoique l'on y connaisse trois choses parmi lesquelles se trouve un 
côté : c'est quand on a deux côtés et un angle opposé à l'un de ces 
Fig. i6. côtés : par exemple , les côtés a et c et l'angle A,fig. i6 ; car alors 
la proportion a : c ;: sin ^ ; sin C (34) ne faisant point connaître 
si l'angle C est aigu ou obtus , ces données conviennent à deux trian- 
gles difierens pour l'an desquels la perpendiculaire abaissée du point 
B, sur le côté 6 , tombe en dedans, et pour l'atitre en dehors. {Elém. 
de Géom. 35). 

Ce n'est rias tout encore que la rigueur mathématique des formules, 
lorsqu'il s!âgit de les appliquer : il faut de plus rechercher la com- 
modité dos calculs et l'exactitude numérique des déterminations. 

Sous le premier rapport, il faut, ainsi que je l'ai déjà fait remar- 
quer aux n<>* 3o et 37, que les expressions des quantités cherchées 
soient, autant que cela est possible, composées par nmltiplicatioa 
et par division, afin que l'emploi des logarithmes soit facile. Cepen 
dant M. Gauss, dans le tome XXVI de fa Correspondance alle- 
mande de M. Zach, p. 49^» adonne des moyens de suppléer à 
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cette condition, et M. Mathiessen a publié h AJtona, en 1817, 
une Table pour calàuiw prorkptement U logarithme de la 
somme ou de la dijference de deux quarttités données seule- 
ment par leurs logarithmes. 

Qoant à Pezactitade dn calcnl nnmeriqae, il fant qne la qoaKtiltf 
cherchée immédiatement aubisse dans son état actnel les {dot giandat 
variations possibles. S'il s^agissait d'un sinus, par exemple, il fau- 
drait qu'il n'appartint pas à un arc fort près du qnart de cercle; car, 
dans cette situation , les sinus croissant bien nioins que les ftrç#, 
quelques unités d^erreur sur le logarithme du sinus, déduit par 
une combinaison d'aotres logarithmes dont le dernier chiffre ent 
souvent fautif, en occasioneraient nne bien pins importante sur l'arc. 
Lorsqu'on doit employer un sinus à la détermination d'un W^, 
il est donc à propos qne cet angle ne soit pas trop grand; et c'est 
encore là un avantage qne l'expression de «in \ C (38) aura souvent 
sur celle de sin C 

Il y aurait le même inconvénient à déterminer un petit arc par 
son cosinus; mais il n^en est pas de même des tangentes, parce que 
leur accroissement est toujours de plus en plus rapide. 

Je ferai encore observer ici que les cosinus et les tangentes, dhàn- 
gcant de signe lorsque l'angle devient obtus (a3, 34)1 ®>^^ » ^^^ '^ 
sinus, qnand on a combiné les signes dans le cours du calcul, 
suivant le« règles de TAIgèbre , l'atantagc de faire connattre si 
l'angle qu^on détermine par leur moyen est aign ou obtns , c« qm 
est souvent utile, comme on peut le voir au n^ 67. ' 

Ce que je viens de dire ne se rapportant qn'à l'emploi des table» 
trigonométriques , il landraiit encore y ajonter les précautions 
qu^exigent la recherche et la mesure des données , précautiens qni 
sont également nécessaires pour la construction graphique : c'est 
de faire en softe, l<^rsqn'on doit obtenir utt- point par l'inter- 
section de deux lignes, qu'elles ne se rencontrent pas sons des 
angles trop aigus ou trop obtus, parce qu'alors cette intersection, 
qui est toujours une pedte snrface , est pins large , et que de plus une 
petite erreur commise dans la direction des droites en occasîone nne 
beaucoup plus grande dans le lien de l'intersection. C'est d'après 
cette dernière remarque qne lorsqu'on forme sur le terrain , comme 
on le verra au n^ 4^ » ^^' triangles ponr déterminer la situation res- 
|wctîve de plusieurs points, il faut que ces triangles n'aient pas des 
angles fort petits ou fort grands. 
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JSOTE C, indiquée au n«47, page&. 



Si i*on supposait connnes les expressions des coordonnées po- 
laires (149 ti t88)dont on fait nsage dans Tapplication de l'Algèbre 
à la Géomëtrie, on en dédairait, par le même procède, les équa- 
. fions fonda mentHles des deux Trigonometries. 

Ce procédé consiste à chercher Tex pression de la distance de 
deox pointa, en les considérant d*abord sur un plan, et ensnite 
Fig. 43* dans l'espace. Soient M et M* ^fig, 4^» ^^^ points situés dims le 
plan BAC y pour le premier cas ; désignons par ^ et ^', les angles 
MAB et M'AB, par r et /, les distances AMei AM\ au point A., 
origine des coordonnées x et ^ ; on trouvera sans peine qu'an 
point M^ 

X = r cos ^ y j^ =s r sin ^y 

an point iKf ^ 

*' = r'cos^', j/rsKsin^, 

et qne par conséquent 

iSF' = (x -*')•+ (r -y)' 

= (r cos ^— 1^ cos ^') > •4» (r sin ^ — > / sin f '}'. 

En développant et réduisant la dernière expression, au moyen des 
• équations 

sin ^> -4- cos p* es I, sin ^'* 4- cos f'« = i, 
on troQTera 

MM' == r« ■+• r'» — arr' (cos ^ eos ^ -f-sin ^ sin ^) ; 
observant ensuite que 

cos^co8^'-^siû0sin^'=cos{4|— ^'j (11),, 

U viendra 

1SÎ^= r« -{-/• — arK cos (^ — fO* 

Si maintenant on représente MM par r*, et l'angle. . . . • 
0— ^'ssillrfil/'» par >*, on aura 

r"* = r» -I- f'» — arr' cos >", 

c'est-à-dire l'une des équations (A) de la page i44, où la lettrée 
>cst remplacée par la lettre r. 
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Qaand les deux points proposes, que je ddâignc toujours par M 
et M'f sont rapportas dans Tespace, à trois axes rectangulaires, , par 
les coordonnées x, jfy z, jt', y , »', on a 



MM' = (« - x> -f. cr -yy + (« - *')• (184), • 

et Ton se sert âe la transformation du no 18S9 ™^^ ^'^ ^^^' substi-^ 
tuer à Tangle nommé dans cet article, son complément, c'est-à- 
dire Tangle to^mpris entre Taxe des « et la droite menée par l'ori- 
gine des coordonnées , ce qni change sin d en cos 9 , et vice vend. 
Continuant à représenter par r, r' les distances de Forigine aux 
points proposés , et par r^' la distance MM\ on aura 

X =:r sin 9 cos ^ , y s= r sin s'm ^, 2 = r cos 6, 
x' = / sin ô' cos ^', ^= r^ sin ô' sin y, sf ^=1^ cos ô', 

d'où 



(r sin 9 cos ^ — r' sin 9' cos ^')» 
H- (r cos 9 — K cos 90* ,. 



r*«=sJ+(rsi 



«in 9 sin ^ — / sin 9^ sin ^')*- 



Talcur dont le déyeloppement 

r» [sin 9* (cos 4» -f. «in ^* ) -h cos 9* ] 
+ r'» [sin 9'» (cos ^'» -4. sin ^'») 4- cos 9'*] 
— ^rt^{m 9 fin 9'(cos 9 cos i^' -f- sin ^ sin y) -|- cos 9 cos 9^] , 

se réduit à 

ar/' [sin 9 sin 9' (cos p cos 9^-f* sin 9. sin 9^ -h cos 9 cos 9']. 

Ce résultat ne diffère de celni qui se rapporté au plan , que par le 

coefficient de arK, dans lequel on pteut d'abord remplacer «... 

cos ^ cos ^ + sin ^ sin ^'f par cos (^ — ^') | et Comparant ensuite 
les deux expressions de r"* , oir obtiendra 

CO8 Q^" =co8 9.COS 9^ -f*«in 9 si^ 9' cos(^— ^ ,. 

pour celle da cosinus de l'angle compris entre les deux droites 
données. 

Cela posé, si l'on conçoit maintenant que ces droites soient SM 
et SN,fig* 93/ que 'SSf soit l'axe des s, et que du point S comme jpj^, ^3. 
Gcuatre, avec un rayon égal à-Tunité, on. ait décrit une sphère, 
les droites SS'^ SM, ■ SJY détermineront un triangle sphérique 
ABCt dans lequel l'angle BSCf ou l'arc CB sera '/'f les angles 
ASB et CSBf ou lies arcs AB cf AC, seront 9 et 9', et enfin 



y^ 



y 
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Pangle MS'JN', compris endw les fO»» i)rc»Htai>» ^'«fi'S MSN\ 
des droites «^il/ «t ^N^ oa Pangl» ^ oo triangle spbéii^e, sera 
^— y. Alors Texpression de cos y" deviendra 

cos a = cos b cos ç + sin 6 sin c cos A^ 

suÎTant la notation da 1^9 ^i, et sera la première des équations (B). 

On -péàt,- ao lien des angles d et ^, întrodaîre les angles «, /3, y 
des équations 

x' cos<i jr . COSifl 

X cos^* « cos^* 

en observant qne, d'après la c<m^e«tÎ0n iaUe ct»-dfimi, ^^^a A, et 
qae , par conséqoen t , 

x:=rcosy, prz=rcoêfif ar=?;rcof«. 

Pour ane antre droite, on aurait « 

t'=ir^cosy' y=zr'c<^ff, jc'nsr'cos»', 

et on trouverait le oosinus dei'angledet dettS drdites j tel qu'il a été 
obtenu sur la page aSô. * 

Il fant remarquer en même temps les deux expreMÎons dç r^*, 
parce qu'on en a besoin dans plusieurs applications importantes de 
l'analyse & l'Astronomie pt- è la Pbjsiqne. 

NOTE D indiquée ai« n"" 68 ^ page loo. 

pour se rendre raison du principe posé an commencement de cet 
article, il faut considérer ce qui arriverait si l'on changeait i'ttni té 
à laquelle sont rapportées les lignes employées dans les calculs de la 
question. Il est évident qne M Ton prenait qne unité qui f4t, double, 
triple, etc. , de la première, le^ noml^rcs qui expriment 4^ Ugnifsde* 
viendraient deux fois , trois fpis^ etc., plu^ pçiiu qne par la pre- 
mière unité; qu'au contraire^ ils deviendraient deux fçiCf ^i< fiois 
pins grands si la nouvelle nnilé était deux fois, trois fois pins petite 
que la premièr^i Les atres éproaveraienr dea changemens analogues, 
marqués par leqnarré du rapport des deux unités linéaires, et ceux 
des volumes le seraient par te cube de ces rapports. 

Cela posé, pour mieux lixer les idées, concevons qu'il n'y ait 

dans la question que trois quantités connues a^ b , e^ et que l'io- 

p 
oonnne m soit reptcaentée par la fraction -^ , oh /^ et Ç soient des 

expressions entières eu a, &, c, oe qu'il est tpq jours possible d'ob- 
tenir par des réductions convenables j enfin désignons par u\ ^,«', x% 



s. 
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les nombres rësoltans des chaogemeos d'axiit^ dans la m.9»ur« des 

'' pf 

lignes ; r«KpKssioB de h aonvelle ineonnoe «dra x'aa ^, P' tlfh 

e'tant composes en a' ^1/ , <f y comme \P et Q le sont en a, & , c, 
puisque par la supposition , la ligne prise d^abprd pour unité , ne 
fait point partie des données du problème , et n'entre point dans le 
calcul algébrique de Pinconnue. Si le rapport de la seconde unité à 
la première est n, et que x soit une ligne , on aura en même temps 

assru^^ bssnl/^ cssnc^y x=na/: 

P P* 

il fandxa donc.qne -^sxii w, ce. qui ne saurait arriyer à woins 

que P et Ç ne soient homogènes en a , h, c, et qu^l u^y ait aans' 
P na facteur de plus que dans Q , pui8t[ue la lettre n n^eutre dans 
ces quantités qu'ayec les lettres a, b,ç, an dçgré marqné. par la. 
somme des ezposans de ces lettres. 

Soit ppnr piemple Texpces^on «.ï;?-^^ (iPS)f 00 anw-d'pbord 

a'b^ 
x'zs M^^ , e^lecbangeioenrde « 0t<k&«ii i»«' ct«^-, dan» T^ît- 

pression de x, donnera 



na 






il est bien aisé détendre ces raisonnemens aux ofMeisioaB d^ane 
ligne dépendante d'an nombre que^onqne. d'autres lignes. Quant 
aux expressions des aîris et des y^Iitmes » 4} iaut observer de plus 

. P P' 

que pour les premières on doit avoir ^=rn* -», e| pçur 1^ sç- 

P P" 

condcs-^ssn' ^^ mai* dans tous les cas ii AiHt que P et Q 

soient des quantités homogènes, p^ur qu'il ne reste pas des nais- 
sances diverses deW dans les différeâà termes de P et de Q, lorsqu^on 
les déduit de P" et de Ç'. (Je dois cette remarque h M, Defleri^ 
maitre dé e6hfé^n^''à'PÉooi& Hàiif(àih\éi qifitne mortpré^ 
maturée a enleué aux Mathématiques^ qu'il cultivait d'une nia * 
nière distinguée,) 

NOTE E indiquéf^ (afi^çlmi^ ^t^, p^gf^lK 

Dans son Examen def différentes méthodes employées pcmr^ 
résoudre 1rs problèmes de Géométrie (^. 69), M. Lamé a pré- 
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Bcnté fons une forme «ymetrique et homogène Téquaiion du plan, 
santf y introduire aucnn coeflSctent snperflu s cette Ibrme est . 

abc 

Les quantités a, b, c sont ce qne Pauieur appelle les paramè- 
tres da plan; elles expriment les distances entre Foriginc des coor- 
données et les points oii le plan rencontre les axes des x , des jr et 
des z, . _. , 

On s'en assure en faisant successivement nulles deux des trois 
coordonnées (l'jS), ce qni donàe la Tàlenr de la troisième, au point' 
oii ie plan proposé coupe Taxe sur lequel cette coordonnée est. 
comptée. £n posaujt, par exemple, 7=ro,7' = o, Pcquation ci- 

Fif • 7^ dessus devient - s=: i , et doàne x =: o; c'est , sur la figure 73 , la dfs-r 

tance AE. On y marqaerait les deux autres en prolongeant , jus- 
qu'à leor» rencontres respectives, les droites G'^E et'jlB, C^E 
et AC] et l'on formerait ainsi une pyramide ayant son sommet au 
point ^, et' la' base snr le plan CEG"' prolongé derrière Torî* 
gine A, I 

La nouvelle éqnation du plan étant comparée avec 

Ax -4- By -hCz -h X>« oV 
mise sons la fonne- • 

A ' ■■s"-' c ' 

on en'dëdairà 



,-r, ( 



/> . D D\ 



«ÎP:-y ^«-j, ««— g^ 



, ^' 



et yàc Ih on changera aisément les expressions du texte , dans celles 
qui se rapportent à la forme employée par Af* Lamé. ., 

La ligne droite èstreprést^ptéi^ d'nnç m^niène semblaUe par. l'é- 
qnation ^ . . 

aetb désigtienf les ^istanfeies é^trè rorigîne des coordonnées et les 
points où cette droite rencontre les axes des ar et des y : sur la fi- 
Fîg. 35. gare 35, 

a^Af, b^AD: ' 



ROTES. 3ll 

n en esK de même des éqaatioD« 

appartenant!» à Tellipse et à Thyperbole rapportcfes à leur centre, 
«t en général des lignes et des surfaces comprises dans les équations 

— h-^t=i, 

a b 

« « « 

— +2- + — = 1. 
«• *• c* 

M. Lamé, en faisant cette remarque (p. 104 — 106 de son ou- 
'n'age) , a reconnu que Téquaiion 

a a 

I T^ 1 ■ 

exprimait la parabole , et Péqnation 
on — «4- — 5= I , 



l^yperbole. 
L'équation 



* r 






se rapporte aus surfaces du second degré dont il est parlé an n« igo. 
Voyez d'ailleurs mon Traité du Calcul différentiel et du Calcul 
intégrait tome III , pages 638 et 646. 
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